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Бүлэг 1. 

Магадлалын огторгуй 


1.1. Санамсаргүй үзэгдэл, загвар 

Магадлалын онолыг уүсэхээс өмнө аливаа шинжлэх ухааны суд- 
.тах зүйл нь өг№деөн нөхцөл нь үр дүнг ганц утгатай тодорхойлж 
байдаг үзэгдэл ба. туршилтууд байжээ. Жишээ нь материал цэгт 
хүндиин хүч үйлчилж байх үед тэр цэгийн байрлал, хурд тодорхой 
цагт мэдэгдэж байвал тэр цэгийн цаашдын хөдөлгөөнийг дифферен- 
циал тэгшитгэлээр нэгэн утгатай тодорхойлдог. Гэвч энэ механик 
загвар нь бодит байдлыг тэр болгон хангалттай зөв тусгадаггүй 
байна. Жишээлбэл буудсан сумны хөдөлгөөнийг авч үзвэл түүний 
зам нъ буудах бүрд янз бүр байж болдог. Учир нъ сумны анхны 
хурд янз бүр байдаг. 

Хэрвээ анхны хурдны утгын хэлбэлзэл нь их биш үед (жишээ- 
лбэл, тэгнштгэлийг тоон аргаар интегралчлахад гарах алдаанаас 
бага) анхны нөхцлөөр нэгэн утгатай тодорхойлогдох хөдөлгөөний 
(детерминик) механик загварыг ашиглаж болох талтай. Ажиглалт ? 
туршилтыг явуулах үндсэн нөхцөлүүд хадгалагдсан байхад үр дүн 
нь янз бүр гарах явдал олонтаа байдаг. Мөнгө хаяхад сүлд тооны 
аль нь буухыг урьдчилан хэлж чадахгүй. 

^Нэгэн багажаар нэгэн хэмжигдэхүүнийг ижилхэн нөхцөлд хэд 
хэдэн удаа хэмжихэд үр дүн нь бага ч гэсэн ялгаатай гарна. Янз 
бүрийн маш олон тооны шалтгаануудаас аль нэгийг нь аваад үзэхэд 
туршилтын дүнд нөлөөлөхгүй мөртлеө нийлээд ирэхээрээ тодорхой 
нөлөө үзүүлдэг нь туршилтын дүнг нэгэн утгатай тодорхойлогдох 
боломжгүй болгодог байна.. Үүнээс үүдэж тургаилтын дүн нь са- 
намсаргүй байдаг. Ийм туршилтыг санамсаргүй туршилт буюу са- 
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намсаргүй үзэгдэл гэж нэрлэнэ. Санамсаргүй үзэгдэл нь явагдаж 
магадгүй, явагдахгүй ч байж магадгүй, Тэгэхлээр санамсаргүр! 
үзэгдлийн явагдах боломжийг харуулсан тоон илэрхийлэгчийг су- 
далж болох талтай. 

Са.намсаргүй үзэгдэл А явагдаж болох туршилтыг нэгэн ижил 
нөхцөлд N удаа давтан хийе. Эдгээрээс А үзэгдэл явагдсан тур- 
шилтын тоог Үд гэе. Тэгвэл 

А Г А 

N 

харьцааг А үзэгдэл явагдсан давтамж гэж нэрлэнэ. Туршилтын тоо 
N нь их байх тохиолдолд энэ давтамжууд нь тогтмолжих хандла- 
гатай байдгийг туршилтаар тогтоосон байна. Иймд санамсаргүй 
үзэгдэл бүрд түүний явагдах давтамж ямагт ойрхон орших нэгэн 
тоо Р - г тодорхойлох оролдлого хийж болох бөгөөд түүнийг энэ 
үзэгдлийн магадлал гэж үзэж болох юм; 

Хамгийн энгийн жишээ авч үзье. Мөнгө хаяхад сүлд буух ма- 
гадлал - гэж хэн ч эргэлзэхгүй хэлэх болно. Учир нь юу гэвэл сүлд 
унах, тоо унах хоёр л боломжтой ба мөнгө нь тэгш хэмтэй болох тул 
энэ хоёр үзэгдлийн явагдах боломж тэнцүү гэсэн санаа мөн мөнгийг 
олон удаа хаяхад сүлд унах үзэгдлийн давтамж | - д маш ойрхон 
байдаг гэсэн тайлбарыг хэлдэг. Энэ хоёрын эхнийх нь санамсаргүй 
үзэгдлийн загварыг байгуулах гэсэн оролдлого, хоёр дахь нь бодит 
үзэгдэлд загвар тохирч буй эсэхийг туршилтаар баталж өгч байгаа 
юм. Гэвч зарим үед ялангуяа туршилт нарийн болох тутам түү- 
ний загварыг хар ухаанаар байгуулах нь алдаанд хүргэдэг байна. 
Жишээл - бэл эхний 10 удаа мөнгө хаяхад бүгд сүлд буусан гэе. 
Дараагийн хаяалтад юу унах вэ гэдгийг таах гэж үзье. Хар-ухаа- 
наар бодоход тоо унах боломж ихтэй гэдэг. Яагаад вэ гэвэл олон 
удаа мөнгө хаяж байхад дараалан сүлдүүд буух нь ховор тохиол- 
дол бөгөөд дараалан олон удаа сүлд бууж эхэлсэн бол удахгүй тэр 
болих учиртай тул тоо унах нь илүү магадлалтай байна. Үнэхээр 
олон удаа дараалан сүлд буухгүй болохыг туршилтаар хялбархан 
үзэж болно. Одоо бид 10 удаа дараалан сүлд бууеан туршилтын 
үр дүнг аваад дараа нь юу буусныг тоолон үзэгдлийн давтамжийг 
тооцоолсон хариуг сонирхоё. 10 сүлд буус.ны дараа тоо буух магад- 
лал | байжээ. Өөр нэг жишээ авъя. Өнөөдөр бороо орох эсэхийг 
би мэдэхгүй. Орж ч магадгүй, үгүй ч байж магадгүй. Иймд 6о- 
роо орох үзэгдлийн магадлал ~ болно. Ингэж санаагаар байгуулсан 
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”загвар” нь бороо орох үзэгдэлтэй ямар нэгэн холбоо бий гэж үү. 
Үгүй шүү дээ. Харин мөнгө хаяхын хувьд бид мөнгө нь тэгш хэмт- 
эй гэсэн бодит чанар дээр үндэслэсэн билээ. 

Магадлалын онол нь амьдрал, практиктай өөрийн загвараар дам- 
жин холбогддог. Магадлалын математик загварт судалж буй үз- 
эгдлийн гол нухал талууд зөв тусгагдсан байхыг шаардах ба гол бус 
зүйлүүдийг авч үзэхгүй. Үзэгдэл, юмсын бүх талыг нарийвчлан 
тусгах нь математик загварыг хэт түвэгтэй болгож судалгаа явуу- 
лахад хүндрэл учруулдаг. Мөн хэтэрхий хялбарчлах нь алдаатай 
дүгнэлтэнд хүргэдэг талтай. Загвар хэр амжилттай сонгогдсоныг 
онолын дүгнэлтүүд туршилттай зохицож байгаа, эсэхээр шүүж бо- 
лох юм. 

Саиамсаргүй[ үзэгдлийн математик загварт магадлалыг санам- 
саргүй үзэгдлээс хамаарсан функц гэж тодорхойлно. Санамсар- 
гүй үзэгдэл, түүний магадлалын тухай Оросын суут математикч 
Л.Н.Колмогоровын байгуулсан аксиоматик хандлага нь одоо нийт- 
ээр хүлээн авсан математик онол юм. Эиэ нь санамсаргүй үзэгд- 
лийн зүй тогтлыг хийсвэрээр тусган илэрхийлдэг байна. 


1.2. Эгэл үзэгдлийн огторгуй 

Санамсаргүй үзэгдлүүдийн дотроос бид эгэл үзэгдлийг ялган 
тодорхойлно. Энэ нь хийсвэр утгаар хамгийн бага үл задрах үзэгд- 
элюм. Санамсаргүй үзэгдэл нь хэд хэдэн үзэгдлүүдийн цогцолбор, 
нэгдэл байж болно. Иймд дурын санамсаргүй үзэгдэл нь эгэл үзэгд- 
лүүдээс. бүрдэнэ. Дурын олонлог П - ийг эгэл үзэгдлиин огторгуй 
гэнэ. Энэ П - ийн дурын элемент ш нь эгэл үз.эгдэл болно. Энэхүү 
эгэл үзэгдэл, түүний огторгуй нь анхдагч ойлголтууд болдог. Бо- 
дит туршилтанд эгэл үзэг - дэл нь бие биеэсээ ялгаатай туршилтын 
ҮР ДҮ ИГ ҮҮД болж өгдөг* Санамсаргүй үзэгдэл нь ихээхэн өргөн 
утгатай ойлголт болох тул эгэл үзэгдлийн огторгуйг дэлгэрүүлэн 
тодорхойлох боломжгүй юм. Практикийн Фодорхой бодлого бүрд 
тохирсон П олонлогийг сонгон авна. 

Жишээ 1. Мөнгийг нэг удаа хаях. Энд бололцоот үр дүн нь сүлд 
буух, тоо буух явдал мөн. Үүнээс гадна мөнгө хажуугаараа босоо 
уна.х, юман доогуур өнхрөөд апга болчих гэсэн боломж бий. Эдгээр 
нь бие биеэ үгүйсгэх үзэгдлүүд, өөрөөр хэлбэл нэг нь явагдсан үед 
бусад нь явагдах боломжгүй байдаг. Энэ турнгалтъшматематик заг 
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варт чухал бус үзэгдлүүдийг авч үзэхгүй байх нь зүйтэй тул 
сүлд буух — С0\ , ТОО буух — С02 
гэсэн хоёр эгэл үзэгдлийг л авах хэрэгтэй. Ийнхүү 

П = {и; ь ы 2 }- 


Жишээ 2. Шоог нэг удаа халх. Энэ туршилтанд со г = { шоонд г 
оноо буух } үзэгдэл бол 

= {^1,^2^б}* 

Энэхүү 6 эгэл үзэгдэл нь бие биеэ үгүйсгэсэн үзэгдэл болох нь 
тодорхой. 

Жишээ 3. Монгийг п удаа халх. п урттай дараалсан (мөнгө) 
халлтанд к - р халлтанд сүлд буувал С, тоо буувал Т үсэг бичье. 
Тэгвэл нэрудаагийн туршилтын (п халлт) үр дүн нь 

сттссста.л 

4 --✓ 

п 

хэлбэртэй бичигдэнэ. Энэ бичлэг нь нэг эгэл үзэгдэл мөн. С ба Т 
үсгүүдийн байрлал өөрчлөгдөж янз бүрийн эгэл үзэгдэл гарч ирнэ. 
Бүх эгэл үзэгдлийн тоо 2 П ширхэг болох нь тодорхой ( 2 элементээс 
п - ээр авсан буцаалттай түүвэр). п=3 үед 

П = { ссс , сст ; СТС , ТСС , ТТС , СТТ, ТГГ}. 

Жишээ 4' Телефон стпанцып уйл ажиллагаа. Телефон станцад нэг 
цагийн туршид ирэх дуудлагын тоог сонирхоё. Хэрвээ станц нь цөө- 
хөн үйлчлүүлэгчидтэй бол 1 цагт ганц ч дуудлага ирэхгүй байяс 
болно, нэг дуудлага, хоёр дуудлага гэх мэт хэчнээн ч дуудлага ирж 
болно. Мэдээж ирэх дуудлагын тоо нь төгсгөлөг байна. Гэхдээ дээд 
заагийг тогтоох явдал их хүндрэлтэй байдаг учир дээд заагийг тог- 
тоохгүй байх нь хялбар юм. Эндээс 

{0,1,2,...}. 

Дурын тооны дуудлага ирж болно гэж үзэх нь худал санагдах биз. 
Маш олон дуудлага ирэх боломжгүй гэх биз. Гэхдээ маш олон дуу- 
длага ирэх магадлал нь маш бага байх бөгөөд энэ нъ нрактикт 6о- 
ломжгүй гэсэн ойлголттой таарах юм. Иймэрхүү тохиолдол байнга 
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гардаг байна. Хэрвээ телефон станцийн үйл ажиллагаатай холбогд- 
сон дээрхи бодлогонд ирж байгаа дуудлагын тооноос гадна тэдний 
ирэх моментуудыг сонирхон үзвэл эгэл үзэгдлийн огторгуйг бүр то- • 
дорхой болгон авч үзэх боломжтой юм. Жишээлбэл, дуудлага ирсэн 
моментууд дээр үсрэлттэй дараалсан хоёр моментийн хооронд тог- 
тмол байдаг шаталсан функцээр туршилтын дүнг дүрсэлж болно. 
йймд П огторгуй нь шаталсан функцийн олонлог болно. 

Жтхшээ 5. Байт буудлага. Хавтгай модон байнд тэгш өнцөгт 
координатын систем иОу байрлуулаад сум оносон цэгийн координа- 
туудыг буудалтын үр дүн болгон авъя. Хэрэв модон байг хязгаар- 
гүй том гэж үзвэл / 

П = {(и, г;) : —оо < и < сх>, —оо < V < оо} . 

Паашид бид янз бүрийн олонлогийг дээрхи маягаар тэмдэглэнэ. Жиш-| 
ээлбэл, координатын эхэнд төвтэй нэгж радиустай битүү дугуйн 
цэгүүдийн олонлог: 

{(и,г) : и 2 + V 2 < 1} . 

Жишээ 6 . Броуны хөдөлгөөн. Шингэн дотор хийсэн маш жижиг 
бөөм пшнгэний молекултай мөргөлдсөнөөс хөдөлгөөнд ордощйг ми- 
кроскопоор ажиглаж болно. Ийм нэгэн бөөмийн хөдөлгөөнийг [0, 

Т] хугацааны завсарт ажиглая. Энэ туршилтын үр дүнг бөөмийн 
хөдөлгөөний зам тодорхойлно. Хэрэв өгөгдсөн чиглэлийн дагуу бөө- 
мийн хөдөлгөөнийг ажиглавал I Е [0, Т] эгпшн бүрд бөөмийн өгөгд- 
сөн чиглэл дээрхи проекц нь х{1) координатаар илэрхийлэгдэнэ. Ий- 
мд 0 = {#(^)} нь [0,Т] хэрчим дээр тасралтгүй бодит функцуудын 
олонлог болно» 

1.3. Үзэгдлийн алгебр, а алгебр 

Санамсаргүй үзэгдэл нь эгэл үзэгдлүүдээс тогтох тухай дээр 
дурьдсан. Жишээлбэл шоо хаяхад тэгш оноо буух үзэгдэл нь а> 2 ,Ш 4 , 
сэв эгэл үзэгдлүүдээс тогтоно. Бусад а; 1 ,а>з,и ?5 эгэл үзэгдлүүд нь 
шоо хаяхад сондгой оноо буух үзэгдэл болно. Энэ хоёр үзэгдэл ний- 
лээд П = {а? 1 ,а? 2 , •■■, а; б} буюу эгэл үзэгдлийн огторгуй болж байна. 
Бодит үзэгдэл А - ийг й огторгуйн ямар нэгэн дэд олонлог А - аар 
дүрслэх бөгөөд тэрээр А' үзэгдэл явагдаж байдаг тийм эгэл үзэгд- 
лүүдээс А олонлог нь тогтсон байх юм. 
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Эгэл үзэгдлийн огторгуй П нь төгслөг юмуу тоологдом элемент- 
ээс тогтсон хялбар тохиолдлыг авн үзье: 

эсвэл 

П = 

. Энэ тохиөлдолд П - ийн дурын дэд олонлогийг санамсаргүй үзэгдзл 
гэж нэрлэнэ. Одоо П огторгуй нь дурын тоологдом бус элементдэй 
олонлог байг. Энэ тохиолдолд П - ийн дэд олонлогуудын ямар нэгэн 
анги Г - ын элементийг санамсаргүй үзэгдэл гэнэ. Чухам ямар анги 
байхыг санамсаргүй үзэгдэл дээр хийх үйлдлүүдтэй танилцсаны 
дараа тодорхойлно. 

А ба В үзэгдлиин нийлбэр гэж А + В (эсвэл А\АВ) гэж тэмд- 
эглэгдэх А, В хоёрын ядахдаа аль нэгэнд ордог бүх эгэл үзэгдлүү- 
дээс тогтох үзэгдэл болой. Өөрөөр хэлбэл А ба В үзэгдлүүдийн 
ядаж нэг нь явагдаж байвал А + В үзэгдэл явагдлаа гэж ярина. 

А ба В үзэгдлүүдийы үржвэр гэж А, В хоёрт хоёуланд нь зэрэг 
орж байдаг эгэл үзэгдлүүдээс тогтсон үзэгдлийг хэлэх бөгөөд АВ 
(эсвэл А П В) гэж тэмдэглэнэ. 

А үзэгдлээс В үзэгдлийг хассан ялгавар гэж А - д харъяалагд- 
даг, В д харъяалагддаггүй эгэл үзэгдлүүдээс тогтсон үзэгдлийг 
хэлэх ба А\В гэж тэмдэглэнэ. Тэгэхлээр А\ В явагдана гэдэг нь А 
явагдсан, харин В явагдаагүй гэсэн үг. 

П - г гарцаагүй үзэг - дэл, хоосон олонлог 0 - ийг боломжгүй 
үзэгдэл гэж нэрлэнэ. А. = П \ А үзэгдлийг А - ийн эсрэг үзэгдэл 
гэнэ. А явагдана гэдгээс А үзэгдэл явагдахгүй гэж мөрдөнө. , 
Хэрвээ АВ = 0 бол А ба В үзэгдлүүдийг нийцгүй үзэгдлүүд 
гэнэ. Хэрвээ А нь В олонлогийн дэд олонлог болж байвал А С В гэж 
биних ба А үзэгдэл В үзэгдлийг дагуулж байна гэж ярина. Өөрөөрг- 
хэлбэл А явагдвал В явагдана гэсэн үг. 

Үзэгдлүүдийг нэмэх, үржүүлэх үйлдлүүд нь төгсгөлгүй 
олон тооны үзэгдлүүдэд зөөгдөн ирнэ.Үзэгдэл 

А\ + Ач + ... + А п + ... = ^ А п 

п= 1 

нь А п , п — 1,2,..., үзэгдлүүдийн ядаж нэгэнд ордог эгэл үзэгдлүү- 
дээс тогтоно. Үзэгдэл 

А^Аг-..А п ... = Р) А п 

п~1 
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нь Ап, п — 1,2,..., үзэгдлүүдэд бүгдэд нь зэрэг ордог эгэл үзэгд- 
лүүдээс тогтоно. Тодорхойлолтоос дараахь нанарууд шууд мөрдө- 
нө: 

АА = А,А + А = А, АА = 0, 

ТТВ = АВ, 

(А + В)С = АС+ВС. 

Одоо үзэгдлийн анги $ - г тодорхойльё. 0 эгэл үзэгдлийн огторгуй. 
Тодорхойлолт 1. Хэрвээ 

АВ е$,А+ в 

А \ В <Е Э 

харьдаанууд дурын А, В е $ үзэгдлүүдийн хувьд биелэгдэж байвал 
Э - г цзэгдлпйн алгебр гэж нэрлэнэ. 

Энэ тодорхойлолтоос 0 = (1\й Е 9 гэж шууд мөрдөнө. Алгебр 
болдог дэд олонлогуудын хамгийн бага систем нь мэдээжээр {0, П} 
болох ба хамгийн их систем нь П - ийн бүх дэд олонлогийн систем 
байна. Хэрвээ П нь төгслөг элементтэй олонлог бол бүх дэд олонлсъ 
гийн систем нь мөн төгслөг элементтэй байна. 

§Кищээ нь, хамгийн бага алгебр {0, П} нь^' = ^ т ширхэг эле- 
ментээс тогтож байна. Мөнгө нэг удаа хаях туршилтанд {0,{С}, 
{Т, },{С,Т}} алгебр харгалзана. Элементийн тоо нь 4 = 2 2 . Шоог 
нэг. удаа хаях т уритлтанд $> алгебр нь 64 — 2 6 элемевтээс бүрдд- 
эгийг хялбархан жагсаан бичиж болно. . 

Ийнхүү П нь N элементээс тогтож байвал түүний үзэгдлийн 
алгебр нь(2Т/ ширхэг үзэгдлээс бүрдэно. Үнэхээр 0,1 хоёроос 
тогтсон N урттай дарааллын нийт тоо 2^ билээ. Ийм дараалал Э 

- ийн элемент хоёрын хооронд харилдан нэг утгатай харгалзааг да- 
раахь маягаар тогтоож болно. П - ийн элемен^үүдийг дугаарлаад 

% - р элементийг олонлогт оруулахдаа хэр;эв харгалзах дарааллын г 

- р байранд 1 байвал гүйцэтгэнэ. Жишэ:> нь ганц эгэл үзэгдлээс 
тогтсон олонлогуудад 

о...о^о...о 

1 

гэсэн дарааллууд харгалзана. 

Эгэл үзэгдлийн огторгуй нь П = {(й,17) :0<и<1,0<г<1} 
хавтгай дээрхи нэгж квадрат байг. Квадратчилагддаг дүрсүүдийн 
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огтлол, нэгдэл нь мөн квадратяилагддаг дүрс баид - гийг анализаас 
мэднэ. Иймд П - ийн бүх квадратчилагддаг дэд дүрсуудийн анги 
нь алгебр үүсгэнэ. Одоо үзэгдлүүдийн ангийг өргөтгөе. 

Тодорхойлолт 2. Хэрвээ А п Е п = 1,2,..., үзэгдлүүдийн 
дурын дарааллын хувьд 

оо оо 

А п € Э, р] А п € 5 

п—1 п=1 

биелэгдэж Фшвал үзэгдлийн алгебр & - г цзэгЗлийн а - алгебр гэ\к 
нэрлэнэ. 

Жишээ 1. Эгэл үзэгдлийн огторгуй нь тоон шулуун байг: 
П — -[и : — оо < и < оо}. % - оор тоон шулууны бүх «гслёг 
6а төгсгөлгүй интервал, хагас интервал, хэрчмүүдийн олонлогийг 
тэмдэглэе: 

(и ь и 2 ) — {и \ и х <и < и 2 }, [и^и^) = {и : щ <и < и 2 }, 

(и ь и 2 ] = {и : и х < и < и 2 }, [и ь и 2 ] = {и : и^ < и < и 2 }. 

нь алгебр үүсгэхгүй. Учир нь (—3, —1) (Э(1,4) олонлог түүнд 
байхгүй. Гэтэл нэмэгдэхүүн бүр нь - Л байгаа элементүүдшш 
нийлбэрүүдээр - г гүйцээе. Үүссэн Э - нь алгебр болж чад- 
на. 5} алгебрийг өөртөө, агуулдаг- бүх а - алгебруудын хамгийн 
багыг й - аар төрөгдсөн а - алгебр гэж нэрлэнэ. Энэ а - алгеб- 
рыг гэж тэмдэглэе. - ийг Борелийн а - алгебр гэж нөрлэнэ. 
Э* - ийн элемент бүрийг Борелийн олонлог гэнэ. Тухайлбал Боре- 
лийн а - алгебр дотор цэг бүр нь түүний элемент болно (цэг бол„ 
{и г = [их^и^]} гэсэн мөхсөн интервал). Рациональ цэгүүдийн олон- 
лог К нь тоологдом цэгүүдээс тогтох тул Борелийн олонлог болдог. * 
Дээрхийн адил хавтгай, огторгуйд Борелийн алгебр, а - алгебрьш 
тодорхойлдог. 


1.4. Магадлал 

Тодорхоилолт 1. Үзэгдлүүдийн анги Э дээр тодорхойлогдсон 
тоон функц Р - ийн хувьд 

1. Дурын А бүрд Р(А) > 0, 

2. Р(О) - 1, 

3. Хэрвээ А, В нийцгүй үзэгдлүүд бол 

Р{А + В) = Р(А) + Р(В) 
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(төгсгөлөг аддитив чанар), 

4. 

П А п = 0 (4.1) 

п =1 

(нөхцлийг хангадаг дурын буурах 

^9 Л 3 А 2 Э ... 3 А п Э ... 

;үзэгдлүүд & ангиасЧ^всан бол \ 

11ш Р(А п ) — 0 (4.2) 


г(тасралтгүйн аксиом), 

гнанарууд биелэж байвал Р— г магадлал гэнэ. 

Тодорхойлолт 2. Эгэл үзэгдлийн огторгуй 0, түүний үз- 
эгдлүүдийн анги & нь сг— алгебр үүсэгдэг, үзэгдлийн магадлал Р 
ийн хувьд 1-4 аксиомууд биелж байвал (П,9\ Р) гуравтыг магад- 
'лалып огторгуй гэж нэрлэнэ. 

Магадлалын огторгуй нь санамсаргүй үзэгдлийн математик за- 
гварт тавигдах хамгийн ерөнхйй пхаардлагыг агуулж байдаг бөгөөд 
магадлалыг нэгэн утгатай тодорхойлохгүй. 

Жишээ 1. Шоог нэг удаа хаяая. Эгэл үзэгдлийн огторгуй Г2 = 
{а^ 1 ,0?2 3 • ■ •, ^б}- Үзэгдлүүдийн анги нь 0—ийн бүх дэд олонлогоос & 
тогтоно. Дурын р{> 0, г .= 1,2,..., 6, Рх = тоонуудыг авъя. 

Хэрэв үзэгдэл А — {а; г ү,а;* 2 ,... ? а; г * к } 3 1 < < г 2 < ... < и < 6, бол 

түүйд 

Р(А) = р г1 + Р % 2 + . • • + Рг к (4.3) 

магадлал харгалзуулъя. Эндээс тухайлбал 

Р(и> { ) = р % , г = 1,2,...,6. 

(4.3) - аар тодорхойлогдсон Р(А) функц нь магадлалын 1 — 3 аксио- 
муудыг хангадаг болох нь шууд харагдана. Иимд (р!,р 2? ... ,р$) тоог 
янз бүрээр сонгон янз бүрийн магадлал тодорхойлж болно. Хэрв- 
ээ шоо яг тэгш хэмтэй, нэгэн төрлийн материалаар хийгдсэн бол 
Р 1 = Р 2 “ • ■ • — Рб = | гэж үзэж болох юм. Шоо тэгш хэмтэй биш, 
нэгэн төрлийн материалаар хийгдээгүй бол р, — + г — 1,... ,6, гэж 
үзэх нь буруу>6олно. Эцсийн эцэст туршилтаар шалгасаны дараа 
шийдэх ёстои. 
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Жишээ 2 . Ижилхэн хоёр мөнгийг хаях турпшлт явуулъя. Үүнт- 
эй холбоотой хоёр загвар авч үзъе. 

Загвар 1. 0 = {^ 1 ,^ 2 , <^з} баиг. Үүнд нь хоёр мөнгө хоёул 
сүлдээр унах, нь хоёул тоогоор унах , с^з нь нэг сүлд нэг тоо буух 
эгэл үзэгдлүүд болно. Хэрвээ эгэл үзэгдлүүд ижил магадлалтаи 
гэж үзвэл хоёр мөнгө хоёул сүлдээр буух эгэл үзэгдлийн магадлал 
| - тай тэнцүү. 

Загвар 2. Хоёр мөнгөө нэгдүгээр, хоёрдугаар гээд ялгая. Тэгээд 
0 = {СС,СТ,ТС,ТТ} гэж авъя. Үүнд хоёр үсгийн эхний байр нь 
1 - р мөнгө яаж унасныг заана. Эгэл үзэгдлийг ижилхэн магадлал- 
тай гэж үзвэл хоёуланд сүлд унах магадал | - тэй тэнцүү. Нэгэн 
эгэл үзэгдэл хоёр өөр магадлалтай явагдах болж байна. Дээрхи хоёр 
загварын аль нь тохирохыг турншлтаар шалгахдаа хос адилхан мөн 
гийг N удаа хаяна. пп удаа хоёуланд нь сүлд унасан гэж үзье. - 
Хэрвээ Щ ~ \ бол 2 - р загвар тохиромжтой. Хоёр юмуу түүнээс 
дээш тооны загвараас аль нэгийг нь сонгох иймэрхүү бодлого бол 
математик статистикийн асуудал юм. 

Дээр жишээ 2 - т үзсэн бодлоготой төстэй бодлогуудын хувьд 
мөнгөнүүд тэгш хэмтэй гэсэн үзлийн үүднээс зөв сонголт хийж 
болох талтай. Нэгэнт ижилхэн ч гэсэн хоёр өөр биет мөнгө авч үзсэн 
тул загвар хоёрт үзсэн дөрвөн эгэл үзэгдэлтэй, тэдгээр яь ижилхэн 
магадлалтай гэж үзэх нь зүйд нийцнэ. Харин хоёр мөнгийг нэгэн 
биет мэтээр үзэж болдог бол 1 - р загвар тохиромжтой. 

Турпшлтууд үнэхээр хоёр мөнгө нь хоёр өөр биет гэдгийг нотол- 
дог байна. Гэтэл энэхүү мөнгөний хувьд нь гарч буй баримт йь 
зарим дүрсийн бөөмийн хувьд худлаа байдаг гэнэ. Бозе, Эйнштей- 
ний баталснаар зарим дүрсийн бөөмүүд нь ялгагдахгүй нэгэшбиет 
мэт төлвийг үзүүлдэг байна. Энэ тухай дараа авт үзнэ. 

Одоо аксиомуудаас мөрдөх магадлалын зарим хялбар шннжийг 
тогтооё. . 

1 . Р(А) = 1 - Р(Л). 

Энэ нь 2, 3 р аксиом, А + А = & тэнцэтгэлээс шууд мөрдөнө. 

2. Р(0) = О. 

Дээрхи чанарт А = И гэж авахад гарч ирнэ. 

3. Дурын А, В үзэгдлүүдийн хувьд 

Р{А + В) = Р(А) + РЩ ^ Р{АВ). 

Үүнийг батлахын тулд А + В = А + ВА, В = ВА + ВА тавилуу- 
дыг ашиглая. Эдгээрийн баруун талын нэмэгдхүүн үзэгдлүүд нь 
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нийцгүй тул р(ацО ^ р(р) + Р( рУ1 

Р(А + В) = Р(А) + Р(ВА), 

Р(В) = Р(ВА) + Р(ВА). 

Эндээс 3 - р чанар шууд гарна. 

4. Дурын А, В үзэгдлүүдийн хувьд 

Р(А + В)< Р(А) + Р(В). 

Энэ тэнцэтгэл биш нь 3 - р чанараас мөрдөж байна. 

5. Хэрэв Ас В бол 

Р(А) < Р(В). 

Батлахын тулд В = А 4- АВ г эвэл нийцгүй үзэгдлүүдийн нийлбэр 
болно. 3 - р аксиомаар Р(В) = Р(А) + Р(АВ). Р(АВ) > 0 тул 
батлагдана. 

6. Хос хосоороо нийцгүй үзэгдлүүдийн дараалал А\, Ая ,..., А п ,... 

- ын хувьд 

оо оо 

Р([}А п ) = үр(А п ). 

п —1 п~ 1 

7/Хэрвээ +1 С Л 2 С ... С Д„ С.4 п+ 1 С ..., 4 = 4„ 

эсвэл 4^ Э 4 2 1).. • Э Ап э А п+ 1 э ..., 4 = (ХЦ 4„ бол 

Р(4) - 11т Р(Ап). 

4 7 П-ЮО 4 У 

6 ба 7 - р ча,царын баталгааг [1] номноос үзнэ үү? 

1.5. Бодлого 

1. Тэнцэтгэлүүдийг шалга: 

(0 А\В = АВ; 

(п) А + В — АВ ; 

(т) А(В\С) = АВ\АС : 

2. Илэрхийлэлүүдийг хялбарчил : 

(») А + АВ; 

(и) (Л + В)(А + 7?); 

(т) (А\С)(В\С)-, 

(IV) (А + В)(Л+В)(А + В). 




16 


БҮЛЭГ1. МАГАДЛАЛЫН ОГТОРГУЙ 


3. Хэрэв 

Ап = {х : а < х < а + — В п = {х : а < х < Ъ — —} 
п п 

бол ■ 

оо . оо 

А= Г)А п , в=1)в п 

п= 1 п=1 

үзэгдлүүдийг хялбараар бич. 

4. Мөнгийг гурван удаа хаяв. (г) эгэл үзэгдлийн огторгуйг байгуул! 

(й) яд аж хоёр сүлд унасан үзэгдэл А - г бич! 

5. Л, В, С үзэгдлийн хувьд 

(г) АВС=А; — 

(п) А + В + С = А 
тэндэтгэлүүдийн утгыг тайлбарла! 

6. А &В бол Р(А \ В) — Р(А) — Р(В) байдгийг батал! 

7. Шоог хоёр удаа хаяж байв. Магадлалын огторгуйг байгуул! 0 - 

ноо - ны нийлбэр 10 байх А үзэгдэл, ядаж нэг хаялтанд 6 буух 
В үзэгд - лийг бич! А, В,АВ үзэгдлүүдийн магадлалыг ол! 

8. ‘ Дурын А, С үзэх'длүүд бол 

(г) зөвхөн А үзэгдэл явагдах ; 

(п) энэ гурвын яд аж нэг нь явагдах; 

(т) эдгээрээс хоёроос шгүүгүй нь явагдах үзэгдлүүдийн илэр-| 
хийллийг бич! 

9. Мөнгийг дараалан гурван удаа хаяжээ. Олонлогуудын систем 

{0; П; (ССС, СТС,ССТ , СТТ ); ( ТСС ,ТТС,7’СТ,ТТТ)} 


нь алгебр болох уу? 



Бүлэг 2 


Магадлалыг тодорхойлох 
хялбар аргууд 

2.1. Комбинаторик 

Төгслөг тооны элементийн бүх боломжит байрлал, сонголтыг су- 
далдаг математикийн салбарыг комбинатпорик гэж нэрлэдэг. Ком- 
бинаторикийн үндсэн ойлголтуудыг доор авч үзье. 

1. Комбинаторикийн цндсэн зарчим. п элементтэй олонлогоос 
нэг элемент, т элементтэй нөгөө олонлогоос нэг элемент авч хос 
үүсгэе. Ийм эрэмблэгдсэн хосуудын бүх боломжит тоо нь п * т 
байна (хосын 1 - р элемент нь 1 - р олонлогоос, 2 - р элемент нь 2 - р 
олонлогоос байна). Үүнийг хосын теорем гэнэ. 

Одоо харгалзан п г , п 2 ,..., п к элементтэй к ширхэг олонлогоос нэг 
нэрййг авч эрэмблэгдсэн к элементиин хослолыг үүсгэе. Энд г - 
р байранд г - р олонлогын элемент байрлана. Ийм хослолын бүх 
боломжит тоо нь 

п г • ?г 2 • • • п к . 

Үүнийг хослолын теорем гэнэ. 

Хосып 6а хослолын теоремийг комбинаторикийн цндсэп зарчим 
буюу уржуулэх дурэм гэж нэрлэдэг. Дээрхи теоремүүдийн батал- 
гааг матсматик индүкиидн аогаар маш хялбархан гуйнэтгэж болно. 

2. п элементээс к - аар авсан хэсэглэл. 0, олонлог нь п.эле- 
ментээс тогтож байв. п элементтэй олонлогоос авсан дурын нэгэн к 
элементтэй дэд олонлогыг п - ээс к - аар авсан хэсэглэл гэнэ. Дэд 
олонлог доторхи элементүүдийн эрэмбийг тооцохгүй. т элементтэй 
олонлогын к элементтэй дэд олонлогуудын тоог С% гэж тэмдэглэдэг. 
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БҮЛЭГ 2. МАГАДЛАЛЫГ ТОДОРХОЙЛОХ 


Теорем 1.1 п элементтэй 0 олонлогын к элементтэй бүх дэд 
олонлогын тоо 

к п{п — 1).. .(п — к + 1) п! 

" 1 ■ ...к Щп — &)!' 

Багпалгаа: Г& олонлогын к элементтэй дэд олонлогыг үүсгэхийн тулд 
(к - 1) элементтэй олонлогт үлдсэн (п — к + 1) ширхэг элементээс 
нэгийг авн нэгтгэнэ. (к — 1) элементтэй дэд олонлогын тоо С„~ 1 тул 
хосын теоремээр 

(п-к + 1)0*-' 

пшрхэг к элементтэй дэд олонлог авна. Гэтэл эдгээр нь бүгд хоорон- 
доо ялгаатай биш юм. Учир нь к элементтэй дурын нэг олонлог нь 
түүний к ширхэг элементээс дурын нэгийг нэмэн үүсгэсэн байж бо- 
лох тул к удаа давтагдаж үүссэн байна. Иймд бидний олсон дээрхи 
тоо нь (7* - аас к дахин их байна: 

кС к п = (п -к + 1)С*- Х . 


Эндээс 

, _ п-к + I к _ к _ (п-к + 1)(п-к + 2) к _ 2 _ 
п к ° п к(к — 1) 

_ (п-& + 1)...(п-1) х 
к(к — 1)...2 

1) олонлогын нэг элементтэй дэд олонлогуудын тоо нь п тул С* = п 
- ийг дээр оруулбал теорем батлагдана. 

Дээр тэмдэглэгдсэн С* тоонуудыг Бином коеффициентпщд гэж 
нэрлэдэг. Бином коеффициентийн нэгэн чухал чанарыг дараахь те- 
орем илэрхийлнэ. 

Теорем 1.2 

с* = с к _ к +ед 

Баталгаа: Тодорхойлолт ёсоор 

С к _ п! = (п - к + к)(п - 1)! 
п к\(п-к)\ к\(п-к)\ 

= ( п ~!) ! , (»-!)! С к , С к -1 

Щп - к - 1)! (к - 1)!(п - к)\ Г 1 п - 1- 
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Теорем батлагдав. 

3. Эрэмблэгдсэн олонлог, сэлгэмэл. $7 олонлогын элемент бүхэнд 
түүний дугаар болох 1,2,..., п тооны нэгийг ялгаатай элементүү- 
дэд ялгаатай дугаар харгалэан байхаар оноосон бол $7 - ийг эрэм- 
блэгдсэн олонлог гэнэ. Төгслөг олонлог бүрийг ийнхүү эрэмблэж 
болох бөгөөд эрэмблэх арга нь янэ бүр байж болох нь йлэрхий байна. 
Эрэмблэгдсэн олонлогуудыг ялгаатай гэж хэрэв тэд нь элементээрээ 
ялгаатай эсвэл эрэмбэ нь өөр бол хэлнэ. Зөвхөн эрэмбээрээ ялгаатай 
янз бүрийн эрмбдэгдсэн олонлогуудыг энэ олонлогын сэлгэмэл гэж 
нэрлэнэ. 

Теорем 1.3. п элементтэй 0, олонлогын бүх сэлГэмлийн тоог Р п гэж 
тэмдэглэвэл 

Р п = 1 • 2 ■ 3 • • - п — п\. 

Батпалгаа: 17 - ийн п элементээс дурын нэгийг нэгдүгээр байранд 
тавьж болно. Хоёрдугаар байранд үлдсэн (п — 1) элементээс бай- 
рлуулна.Гэх мэт дуустал байрлуулна. Үржвэрийн дүрмээр бүх п 
байрыг 

п(п — 1)... 2 ♦ 1 — п\ 

янэаар дүүргэж болох юм. Ийнхүү п элементтэй 17 олонлогыг п! 
янзаар эрэмблэж болно. Теорем батлагдав. 

4. п элеменгпээс к - аар авсак гцйлэгмэл. Өгөгдсөн П олонлсъ 
гын эрэмблэгдсэн дэд олонлогууДыг авч үзье. П олонлогыг өөрийг 
нь эрэмблээгүй п элементтэй олонлог гэе. Түүний дурын нэгэн к 
элементтэй дэд олонлогыг боломжит аргаар эрэмблэж болно. 17 - ийн 
к эЛементтэй дэд олонлогын тоо С * билээ. Тийм дэд олонлог бүрийг 
к\ янзаар эрэмблэж болно. Иймд 17 - ийн к элементтэй эрэмблэгдсэн 
дэд олонлогын бүх тоо к\ • С*. Дараахь теорем батлагдав. 

Теорем 1.4. п элементээс тогтсон олонлогын к элементтэй эр- 
эмблэгдсэн олонлогуудын бүх тоо нь 

^ = л! ‘ с ‘ = ^з^ = п(п “ 1) "-. (п " А + 1) - 

п элементтэй олонлогын к элементтэй эрэмблэгдсэн дэд олонлогыг 
п - ээс к - аар авсан гцйлэгмэл гэж нэрлэнэ. п - ээс к - аар авсан 
гүйлэгмэл нь бие биеээсээ элементээрээ эсвэл элементийн эрэмбээр 
ялгагдана. 

5. Бцлгщдэд хуьаах буюу давтпалтптай сэлгэмэл. 17 нь п эле- 
ментээс тогтож байв. 17 - ийг үл огтолцох, харгалзан к 2 ,..., к^к^ 
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+... + к т — п) элементүүдтэй дэд олонлогуудын нийлбэрт хэдэн 
янзаар тавьж болохыг сонирхоё. Бүх боломжит хуваалтыг доорхи 
маягаар хийж болно. 1) олонлогын к х элементтэй дэд олонлогыг С^ 1 
янзаар двна. Үлдсэн п — кү элементээс к 2 элементтэй дэд олонлогыг 
Сп-кг янзаар авна гэх мэт гүйцэтгэнэ. Иимд үржүүлэх дүрмээр 
нийт боломжит тоо 

ГУк, /^к 2 Г^кг „ 

— к 2 ^п—к\ — к 2 — к т -1 

п\ (п — к\)\ (п~~к 1 —к 2 )\ 

к}(п — кг)\ к 2 \(п — к х — к 2 )\ кз\(п — к г — к 2 — к 3 )\' " - 

(п — к\ — к 2 — ... ~ к т -\)\ _ п! 

* * *' к т \(п - *! ~ 

Ийнхүү дараахь теорем батлагдав. 

Теорем 1.5. п элементтэй 0 олонлогыг үл огтолцох харгалзан 
к Ху к 2 ,... у к т (к г + .%. + к т = п) элементтэй Л 1? А 2 ,..., Д^олонло- 
гуудын нийлбэрт тавих боломжийн тоо 

СДк,,... ,к т ) = 

Энэ тоо С п (к \,..., к т ) - ийг полином коеффициечт гэж нэрлэдэг. 
Энэ коеффициентүүд нь комбинаторикийн өөр нэгэн нухал санааг 
илэрхийлдэг юм. 

а х үсэг ширхэг, а 2 үсэг к 2 ширхэг гэх мэт а т үсэг к т ншрхэг 
НИЙЛЭЭД п — +... + к ш үсгүүд байг. Эдгээр үсгүүдээр нийт хич- 

нээн ялгаатай үг үүсгэж болдогыг тодорхойльё. Үсгүүдийг байр- 
луулах байрыг 1,2,..., п тоогоор дараалан дугаарлая. Үг бүхэн нь 
а х үсэг байрласан байрын дугаарууд болох А х олонлог гэх 4 Шт а т 
үсгийн баирын дугаарууд А т олонлогоос тогтоно. Иймд ялгаатай 
үсгийн тоо ньП = 1,2,. .., п олонлогыг Ах У А 2 , ..., А п дэд олонлогуу- 
дын нийлбэрт тавих §үх боломжийн тоо С п (кх , ..., к т ) - тэй тэнцүү 
байна. к х ширхэг* а х үсэг<^2 ншрхэг а 2 үсэг гэх мэт к т ширхэг а т 
үсэгээс бүтсэн п урттай үгүүдийг давталттай сэлгэмэл гэж нэр- 
лэдэг. Полином коеффициентүүд нь 

(а х + ... + а т ) п 

хэлбэрийн илэрхийлэлийн задаргаатай холбогдон гарч ирдэг. 
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Теорем 1.6 ( Полином теорем). 


(«1 + «2 + • ■ • + а т ) п — 


Е 


711 


>0,...,А;т>0,/с1 + ...+Л т =П 


Ь,1 к ' 1 

л,1... . А, т . 


Л 1 ... о!” 


( 1 . 1 ) 


Баталгаа: (а^ + .. , + а т ) нийлбэрийг өөрийг нь өөрөөр нь дараалуу- 
лан п удаа задлан үржүүлье. Үүний дүнд т и ншрхэг • д 2 ... 
хэлбэрийн нэмэгдэхүүнүүдийн нийлбэрийг авна. Энд в* үржигд- 
эхүүн нь эсвэл а г эсвэс а 2у ..., эсвэл а т тэй тэнцүү байна. а г нь 
к г удаа, а 2 нь к 2 удаа гэх мэт а ш нь к т удаа үржигдэн орсон нэм- 
эгдэхүүнүүдийг А(к 1 ,... } к т ) гэе. Ийм нэмэгдэхүүнүүдийн тоо 
нь С п (к \,..., к т ) болох нь илт байна. Иймд теорем 1.5 ёсоор (1.1) 
батлагдав. 

(1.1) томъёог т = 2 үед бинвэл 


( а х + < 1 2 ) п — 


п! 


й *!(»-*)! 


= Е^« 


~к „к 


а 0 . 


( 1 . 2 ) 


/г=0 


(1Л) томъёог полином томъёо, (1.2) - ийг бином томъёо гэж нэрлэд- 
эг. 

б’. Давталттай хэсэглэл . п элементтэй олонлог байг. Энэ олон- 
логын элемептүүдээс бүрдсэн га элементтэй бүлэг (нэг төрлийн эле- 
мент давтагдан орж болно) - үүдийг зохиоё. Энэ бүлгүүДийг п -' 
ээс га - ээр зохиосон давталттай хэсэглэл гэнэ. 

ЕЖишээ нь а,Ь,с гурван элементээс 2 - оор зохиосон давталттай 
хэсэглэл нь 

аа, ас, 6с, аб, 66, сс. 

Теорем \ Л» п элементээс т - ээр зохиосон давталттай хэс- 
эглэлийн тоо нь 


гт /^тп _ гто-1 

Э п ^п+т—1 ^п+т—1* 

Баталгаа : п төрлиин элементүүдээс ямар төрөл нь хэдэн удаа дав- 
тагдаж оров гэдгээр хэсэглэл нь бүрэн тодорхойлогдоно. Хэсэгяэл 
бүрд тэг ба нэгүүдийн дараалалыг дараахъ дүрмээр харгалзуулья. 
Хэсэглэлд 1 - р төрлийн элемент хэд байна төдий чинээ нэгииг та- 
виад дараа нь тэг тавина. Залгуулаад 2 - р төрлийн элементийн 
тоогоор нэгийг тавина. Дараа нь тэг тавина. Гэх^мэт хамгийн 
сүүлд п - р төрлийн элементийн тоогоор нэгийг тавина. Ийм тэг, 
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нэгийн дараалалд тэгийн дараа тэг тавигдах боломж зөвхөн харгал- 
зах төрлийн элемент хэсэглэлд нэгч байхгүй тохиолдолд гарч ирнэ. 
Ийнхүү п - ээс га - ээр зохиосон давталттай хэсэглэл бүрд га нгархэг 
нэг 7 п — 1 ширхэг тэгүүдээс тогтсон нэг дараалал харгалзах ба ийм 
дараалал бүрд нэгэн хэсэглэл мөн нэг утгатай харгалзана. га нэг, 
п — 1 тэгүүдээс тогтсон бүх ялгаатай дараалалын тоо 

/~*т _ /тп—1 

1 “ '-'п+т -1 

нъ п - ээс га - ээр зохоисон давталттай хэсэглэлийн тоотой тэн- 
цэнэ.Теорем батлагдав. 

Теорем 1.8. га > п байг. Тэгвэл п - ээс т - ээр зохиосон эле- 
меытийн төрөл бүрээс ядаж нэгийг агуулсан давталттай хэсэглэлийн 
тоо нь 

/тп— 1 
1* 

Баталгаа : Хэсэглэл ба тэг, нэгүүдийн дараалалын хооронд нэг 
утгатан харгалзааг теорем 1.7 - ийн баталгав,нд хийсэнтэй адилхан 
гүйцэтгэе. Тэгвэл хэсэглэл бүхэн нь элемент бүхнээс ядаж нэгийг 
агуулсан байна гэдэг нь харгалзах дараалал дотор хоёр тэг дараалан 
орохгүй гэсэн үг. Тэг бүхэн нь хоёр нэгийн завсарт ортино. Да- 
раалал бүхэн нь нэгээр эхлэж нэгээр дуусна.Баруун талдаа зэрэгзэн 
тэгтэй хаяа нийлэх п — 1 гаирхэг нэгүүдийг тэмдэглэе. Хаяа нийлэх 
боломжтой га — 1 ширхэг нэгүүдээс тэмдэгтэй п — 1 ширхэг нэгийг 
сонгох бүх боломжийн тоо болно. Теорем батлагдав. 

2.2. Магадлалын сонгодог 
то дорхойлолт 

Эгэл үзэгдлийн огторгуй $1 = {и; 1 ,а; 2 ,... ,а;#} нь N элемент 
ээс тогтоно. Үзэгдлийн алгебр Э 1 нь Л - ийн бүх 2** пшрхэг А = 

,..., со гк } хэлбэрийн дэд олонлогуудыг агуулна. Магадладын сон- 
годог тодорхойлолт нь эгэл үзэгдэл бүрд ижилхэн магадлад Р(с<^) = 
1/ЛГ,г = 1,2, харгалзуулах тул А = {о?^,..., } үзэгдлийн 

магадлал Р(А) нь А - д орж буй эгэл үзэгдлийн тоог П - ийн бүх 
элементийн тоонд харьцуулсантай тэнцүү: 

Н = 

| 0 | N 



( 2 . 1 ) 



2.2. СОНГОДОГ ТОДОРХОЙЛОЛТ 


23 


Цаашдаа төгслөг тооны элементтэй дурьш М олонлогийн элемен- 
тийн тоог ) М | гэж тэмдэглэнэ. А үзэгдэлд орж буй бүх эгэл үзэгд- 
лүүдийг А - г эвээгч эгэл цзэгдэл гэж нэрлэнэ. 

(2.1) - ээр тодорхойлогдсон функц Р{А ) нь магадлалын 1 - 5 - р 
аксиомуудыг хангана. Үнэхээр Э нь (] - ийн бүх дэд олонлогийн 
анги тул (7 — алгебр үүсгэнэ. ’2 - 4 - р аксиом шууд мөрдөнө. 5 - р 
аксиомын хувьд нэгэнт 3 анги нь төгслөг элементээс тогтох учир 
төгсгөлгүй буурч байгаа, үржвэртээ хоосон байхын тул дараалал 
нь^гөгслөг дугаараас эхлээд хоосон болно. Иймд Р(0) — 0. 

Туршилтын үр дүн нь ямар нэгэн утгаар тэгш хэмт чанартай 
байдаг тийм санамсаргүй үзэгдлийн хувьд сонгодог тодорхойлолт 
нь тохирсон загвар болж чадах юм. Энэ тохиолдолд эгэл үзэгдлийн 
магадлалууд нь жигдхэн өөрөөр хэлбэл тэнцүү утга авна. 

Ийм ижилхэн боломжтой гэсэн шаардлага нь мөрийтэй тоглоом, 
сугалаа гэх А0т салбарын бодлогонд заавал тавигдана. 

Жишээ ,1 ( Буцаалтгпай сапамсаргцй туувэр). N тооноос тог- 
тох Е = {1,2,..., олонлогийн элементүүдээс дугаарлан байр- 
луулсан (п > 1) ы = • • • ?.*п} - ээр эгэл үзэгдэл хийв. Хэрэв 

эгэл үээгдлийн огторгуйг 

Х7 = {и? —* (^ 1 ? • • •} г п ) • ^ Е) к — Ц ..., п) 

гэж аваад бүх эгэл үзэгдлүүд нь ижилхэн магадлалтай гэж үзвэл 
үүнийг буцаалттай санамсаргүй түүврийн схем гэж нэрлэнэ. Үү- 
ний бодит дүрслэлийг өгье. N ижилхэн бөмбөгийг Е - ийн тоогоор 
дугаарлан хайрцагт хийнэ. Хайрцагаас нэг нэгээр бөмбөг сугалан 
дугаарыг тэмдэглэн буцааж хийнэ. Ингэж п удаа туршин гарсан 
дугаарыг эхнээс нь жагсаавал Ц, г 2 > * ■ • ? &« болно. Ингэж дугаарлан 
жагсаасан бүх боломжит байрлалыг бодвол ]У п хпирхэг байна. Учир 
нь N бөмбөгөөс эхлээд сугалахад N боломжтой, дараагийн сугалалт 
мөн л N боломжтой гэх мэт п удаа сугалахад N * N - - • 1 V боломж 

гарна. 

Жишээ 2 (Буцаалтгцй тцувэр). Жишээ 1 - ийн Е олонлогийг 
авч үзье. Эгэл үзэгдлиин огторгуйг (п < Щ 

0 = {сс? = (Ц > ^2)•■••) ^п). • ^ А, 

к = 1 7 ...\п, г 1у ...,г п -үүд ялгаатай } 

гэж аваад эгэл үзэгдэл бүрд ижилхэн магадлал өгвөл үүнийг буцаа- 
лтгүй санамсаргүй түүврийн схем гэнэ. (7 - ийн бүх элементийн 
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|!1| = №-(ЛГ-1)...(ДГ-п + 1) = ^— 

Буцаадттай түүврийн схемийг дүрсэлбэл хайрцагт байгаа N ян- 
зын бөмбөгнөөс нэгээр сугалахдаа бөмбөгөө буцааж хийлгүй п удаа 
давтан хийж дугаарлан байрлуулах туршилт юм. 

Жишээ 3 (Максвелл - Больцманы сташпсшик). п бөмбөгийг N 
хайрцагт тараан байрлуулах туршилтыг авч үзье. Эхний бөмбөгийг 
байрлуулхад N хайрцагаас 1 - - ийг санамсаргүй сугалаад бөмбөгөө 
хийв. Дахиад бүх N хайрцагнаас (тэдгээрийн нэгд нь бөмбөг бай- 
гаа) санамсаргүй сугалж хоёр дахь бөмбөгөө хийв гэх мэт п бөм- 
бөгөө байрлуулж дуусах хүртэл N элементээс п удаа буцаалттай 
түүвэр хийх болж байна. Иймд бөмбөг байрлуулах бүх боломжит 
тоо Ы п болно. 

Энэ үед к -/ р хайрцагт г к ширхэг бөмбөг байрласан гэдэг мэдээ- 
лэл чухал (ямар дугаартай бөмбөг вэ гэдгийг тооцохгүй). Ийнхүү 


+ г 2 + . - - + гдг = п 


тэгшитгэл үнэн байх бөгөөд ийм бүх комбинацын тоо 

п\ 

г х ! - г 2 ! • * * гдг! 


Үнэхээр эхлээд п бөмбөгөөс т 1 - ийг Сп 1 янзаар сонгоно, дараа нь 
үлдсэн гг~гх бөмбөгөөс г 2 - ийг С^1 Г1 янзаар гэх мэт хамгийн сүүлд 
п — Г\ — ... — Гдг _1 бөмбөгөөс гдг ийг янзаар сонгох тул 


/уг 1 /ПГГ2 1 

* ^п— Г\ ' ' * Г! 


. Г<гм _ 
— г Я-2 гх 


П\ 




■ Гдг' 


Эцэст нь 1 - р хайрцагт бөмбөг гэх мэт, N - р хайрцагт бөмбөг 
байрлах магадлал: 

п! 

(гН • • • Гдг!)^ 

Энэ магадлалуудыг физикт Максвелл - Больцманы тархалт гэж нэр- 
лэдэг. 

Жишээ 4 (Бозе - Эйнштейны статистик). N хайрцагт п бөм- 
бөг байрлуулах бодлогонд п бөмбөг нь бие биеэсээ ялгагдахгүй байх 
тохиолдлыг авч үзье. Энэ үед байрлуулах боломжийн тоо нь 


П + г 2 + :.. + гдг = п 
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тэгшитгэлийн шийдийн тоотой тэнцүү. Энэ байрлалын нийт тоог 
олохын тулд одоор бөмбөгийг, босоо зураасаар хайрцагыг орлуулъя: 

1***11*111**11*1- 

Энд од п пгархэг, босоо зураас N + 1 баигаагаас захын хоёр босоо 
зураасны байр өөрчлөгдөхгүй. Иймд п од, N — I зураасны нийт 
байр N + п — 1 байгаа үүнээс п байрлалыг ялгаатайгаар сонгох бүх 
боломжийг олно гэсэн үг. Иймд 

М = С^1 = С^. - 

Физикт Бозе - Эйнштейны статистик гэж байдаг. Энэ нь ял- 
гаатай үүрүүдэ^д үл ялгагдах бөөмийн байрлалыг авч үзэж нэг 
боломжит байрлалд 

1 _ 1 
1^1 Сн+п -1 

магадлал оноодог байна. 

Жишээ 5 (Ферми - Диракийн статпистпик). Энд N > п гэж үз- 
эх ба бөмбөгнүүд ялгахдахгүй бөгөөд нэг хайрцагт нэгээс илүү 
бөмбөг байрлахгүй байх тохиолдлыг авч үзье. Ийм нэг боломжит 
байрлал нь эгэл үзэгдэл болно.Мэдээжээр эгэл үзэгдлийн тоо 

|П| = 

байна. Эгэл бөөм энэ схемээр байрлах магадлал нь ижилхэн 

_1_ _ _\_ 

|П| “ съ 

байдаг тохиолдлыг физикт Ферми - Диракийн статистикт авч үздэг 
байна. 

Жишээ 6. М пшрхэг цагаан, N — М нгархэг хар бөмбөг агуулсан 
хайрцагнаас санамсаргүйгээр п бөмбөг сугалахад тп нь цагаан байх 
магадлалыг ол ? 

Санамсаргүй сугална гэдэг нь бөмбөгнүүдииг саин холиод таа- 
мгаар авахыг хэлэх бөгөөд ингэж хийснээр эгэл үзэгдлүүд нь жи- 
гдхэн тэнцүү магадлалтай болж сонгодог тодорхойлолтыг хэрэглэх 
боломж бүрдэнэ. N элементээс п - ээр авах хэсэглэлийн тоо нь бүх 
боломжийн тоог өгөх тул 


|П| = с п м . 
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Сугалсан п бөмбөгийн тп иь цагаан, п — т нь хар бөмбөг сонгогдох 
ёстой. Ниит М цагаанаас т - ыг сонгоно, N — М хараас п — т - ийг 
сонгоно. Ийнхүү эвээгч эгэл үзэгдлийн тоо 

/"Ч7П /"471 — 771 


Ийнхүү хэрэв 

А т — {сугалсан п бөмбөгийн т нь цагаан байх} 
үзэгдэл бол 

Лт /^п—тп 

Р(А т ) = (2.2) 

Энд т 0 = тах{0; М — 7У + ?г}; = тт{М, п} бол 

т = т 0 , т 0 + 1,..., т х 


утгуудыг авна.(2.2) томъёогоор өгөдөх тоонуудыг гипергеометр тар-| 
халт гэж нэрлэдэг. 

Житээ 7. Хайрцагт. N ширхэг цагаан, хар бөмбөг байв. Ца- 
гаан бөмбөгийн тоо М нь мэдэгдэхгүй байг. Буцаалтгүй түүврийн 
схемээр п бөмбөгийг санамсаргүй сугалж үзвэл т цагаан бөмбөг 
гарсан байв. Хайрцагт байгаа цагаан бөмбөгний эзлэх хувь нь тг 
түүвэрт гарсан цагаан бөмбөгний эзлэх хувьтай ойролцоогоор тэн- 
цүү: 


м г 

N ? 

Бүгдийг нь нэг бүрчлэн шалгах бо^мжгүй олон тооны бүтээгд- 
хүүн байжээ. Тэдгээрийн хэд нь голоцДшг болохыг мэдэхгүй. Дээ- 
рхи аргаар гологдлийн хэмжээг ойролцооүснэлэж болно. 

Жишээ 8. Энд ямар нэгэн олонлогийн элекентийн тоо N мэдэгд- 
эхгүй байлаа гэе. Энэ олонлогоос М ширхэгийг суталан аваад таних 
тэмдэг тавиад буцааж хийе. Тэмдэгтэй тэмдэггүй элементүүдийг 
холиод санамсаргүйгээр п ширхгийг сугалан авахад т нь тэмдэгтэй 
элемент байжээ. Эндээс 


М т лг 
— « —буюуУҮ ~ 
N п * * 


п - М 
т 


Усанд буй загасны тоо N - ийг мэдэхгүй бай^. Оиролцоогоор зага- 
сны тоог дээрхи схемээр олж болно. 
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Жишээ 9, Халаасанд байгаа п ширхэг түлхүүрээс зөвхөн ганц 
нь цоожинд таарна. Буцаалтгүй түүврийн схемээр нэг нэгээр нь 
түлхүүрийг дараалуулан авахдаа таарах түлхүүр гартал нь үрг- 
элжлүүлэв. к - р сугалалтанд таарах түлхүүр гарах магадлалыг 
ол? 

Энд эгэл үзэгдлийн огторгуйг п түлхүүрийн бүх боломжит да- 
раалалаар тодорхойлъё. Ийм боломжит тоо п! байдаг. Таарах түл- 
хүүр тоДорхой байр эзэлсэн байх (жишээлбэл яг к - р байрт байх ) 
бүх дараалалуудын тоо (п — 1)! болно. Учир нь үлдсэн п — 1 пптрхэг 
түлхүүрийн болош&цт байрлалын тоо. 

Ийнхүү т>лох"магадлал нь: 

(п — 1)! 1 

п! п' 


2.3. Дискрет магадлалын огторгуй 

Эгэл үзэгдлийн огторгуй нь төгслөг юмуу тоологдом тооны эле- 
ментээс тогтсон бол (П, 3, Р) - г Зискретп магадлалын огторгуй гэж 
нэрлэнэ. 

Энэ тохиолдолд Э нь й - ийн бүх дэд олонлогоос ТОГТСОН <Х - 
алгебр байдаг. Ийнхүү 

П — 

3 нь П - ийн бүх дэд олонлогийн анги, 

нь 

Ү^Рк = 1 ,Рк > о, 

Л=1 

чанарыг хангасан бай^ад дурын А € 3 үзэгдлийн хувьд магадлалыг 

Р(А)= Е Р» 

& 

томъёогоор тодорхойлье. Тэгвэл 3 <т - алгебр дээр тодорхойлогд- 
сон Р(А) нь магадлалын бүх аксиомыг хангадаг болохыг хялбархан 
үзүүлж болно. Энд хэрэв п > N үед р п = 0 бол эгэл үзэгдлийн 
огторгуй төгслөг баих тохиолдолд хүрч ирнэ: 

п = {о>1,... , 
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Хэрэв р 1 = р 2 а= ... = ^ бол магадлалын сонгомол тодорхой- 

лолт гарч ирнэ. 


2.4. Геометр магадлал 

Магадл.алыв сонгомол тодорхойлолтыг төгсгөлгүй тооны эгэл 
үзэгдэлтэй үед хэрэглэж болохгүй. Төгсгөлгүй тооны үзэгдэл ИЖИЛ-| 
хэн эерэг магадлалтай байх боломжгүй. Ийм тохиолдолд магаДла- 
лын геөметр тодорхойлолт таардаг. 

Эгэл ү^эгдлшга огторгуй $7 нь п - хэмжээст евклидийн огторгуйнг 
зааглагдсан дэд олонлог байг. П нь эзлэхүүнтэй, 9 анги нь П - - ийн 
эзлэхүүнтэй дэд олонлогуудын анги гэж үзнэ. р(С) нь С олонлогийя 
эхлэхүүн. Дурын Л 6 3 бүрд 


Г(А) = 


ДА) 

ДП) 


(4Л) 


- аар магадлалыг тодорхойльв. Нййм^тохаолдолд цэг П мужид жигд 
тархсан гэж ярина. Тэгэхлээр цэг А муа-шд унах магадлал нь (4.1) 
томъёогоор олдох юм. 

Дискрет магадлалын огторгуйн тохиолдолд үзэгдлүүдийн анги 
Э нь 17 - ийн бүх дэд олонлогийг агуулсан байдаг бол геометр ма- 
гадлалын үед зарим олонлог талбай юмуу эзлэхүүнгүй байх тул П 

- ийн бүх дэд олонлогийг 3 ангид оруулах боломжгүй байдаг, 

Геометр магаддалт&й холбоотой Бертраны парадокс гэж байдаг. 
Энд янз бүрийн загвар авч үзэхэд нэгэн бодит үзэгдэлийн загвар 
бүрд магадлал нь өөр өөр баидаг байна. Үүнийг бид 10 - - р бод- 
логонд тодорхой авя үзнэ. Одоо геометр магадлалтай холбогдсон 
жшпээ авч үзье. 

Жишээ 1 ( Бюффоны бодлого). Хавтгайд 2 а зайтай парая- 

лел шулуунууд татжээ. Энэ тэгш хавтгай дээр саламсаргүйгээр 
21(1 < а) урттай зүү хаяая. Зүү шулуунтай огтолцож унах магадла- 
лыг ол? Үүнийг бодохын тулд тохирсон эгэл үзэгдлийн оггоргуйг 
байгуулах хэрэгтэй. Зүүний төвөөс хамгийн ойр орших шулуун 
хүртэлх зайг и , зүү энэ шулуунтай үүсэх өнцгийг (р гэж тэмд- 
эглэе. (<р, н) цэг нь зүүний байрыг тодорхой шулуунтай харьцуулан 
ганц утгатай тодорхойлох тул 


0 = {( 9 ?, и): 0 <(^<тг, 0 <н< а}. 
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Зүү щулуунтай огтлолцох нөхцөл нь 

и < I • 

Ийнхүү бидний сонирхсон үзэгдэл 

А = {( <р , и) : 0 < и < I вт <р 7 0 < <р < тг}. 

Талбайнууд 

//(Я) = а ■ 7г, д(Л) = / / 5Ш ьрс1(р 

Л) 

болох тул (4Л) ёсоор 

' 

Тус бодлогыг бодоход хэрэглэсэн математик загвар нь амьдралд то- 
хирч буй эсэхийг турпшлт явуулан шалгаж болно, Зүүг п удаа ха- 
яахад т удаа огтлолцол гарсан байг. Үзэгдэл явагдах давтамж нь 
п их үед 

т 21 

— « Р(А) = —- 

П 0,1 Г 

байх ёстой. Эндээс тт тооны үнэлэлт гэрч ирнэ: 


тг^2- 


I п 


а тп 


(4-2) 


Энэ туршилтыг явуулсан жшпээ: 


Турпшгч,он 

1 /а 

п 

771 

7Г « 

Вольф, 1850 он 

0,8 

5000 

2532 

3,1596 

Де Моргая, 1860 он 

1 

600 

383 

3,137 

Рейна, 1925 он 

0,5419 

2520 

859 

"3,1795 

Гриджеман, 1960 он 

0,7857 

2 

1 

3,143 


2.5. Абсолют тасралтгүй 
магадлалын огторгуй 


Эгэл үЗЭГДЛИЙН огторгуй 0 = {(# 1 , ... ,# п )} нь п - хэмжээст ев- 
клидийн огторгуй байх болно. Сөрөг бус функц р(х \, ж 2 ,..., х п ) нь П 
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- ийн квадратчлагддаг дурын мужаар Риманаар интегралчлагддаг 
функц байг. Мөн 




1, Х 2 , . . . Я п )й{;Г1<йг2 -.. <1х 


= 1 


нөхцөл биелэгдэж байхыг шаардана. анги нь 0 - ийн квадрат- 
члагддаг мужуудаар төрөгдсөн а - алгебр болно. Дурын А € 

Д 

Р(.А) ~ ^ ^ • * * у х п )<1х1... ( 1 х п 

" А " 

томъёогоор магадлал харгалзуулъя. Энэ Р(А) функц нь магадла- 
лын аксиомуудыг хангадаг болохыг хялбархан харж болно. Ийнхүү 
байгуулсан (0,3, Р) магадлалын огторгуйг абсолют тасралтгцй 
магадлалын огторгуй гэнэ. 


2.6. Санамсаргүй тоо 

Буцаалттай түүврийн нэгэн чухал тухайн тохиолдлыг авч үзье. 
А = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} байг. Энэ 10 цифрээс п удаа буцаалттай 
түүвэр хийе. О нь п урттай цифрүүдээс тогтсон бүх дарааллын 
олонлог болно. Бидний үзсэн ёсоор 0 - ийн элементүүдийн тоо 

|П| = 10 п . 

Дурын нэг дараалал буюу эгэл үзэгдэл сэ = (%\% 2 .. А п ) нь 10” п ма- 
гадлалтай явагдана. Дээрхи туршилтаар гаргаж авсан 

гхг 2 ...г п 

тоог санамсаргүй тоо гэж нэрлэнэ. Санамсаргүй тоонуудыг санам- 
саргүй процессын реализац буюу бодит биелэлтийг гарган авахад 
ашигладаг. Жишээ нь хэрэв (мг 2 ... г п ) санамсаргүй тооны тэгш 
цифрүүдийг С - ээр, сондгойг Т - ээр сольвол ть удаа тэгш хэмт 
мөнгийг хаясан туршилтын үр дүнг гаргаж авна. 

Санамсаргүй тоог ашигладаг математикийн тодорхой аргуудыг 
Монте Карло арга гэж нэрлэдэг. Энэ аргыг ашиглахад ихээхэн 
хэмжээний санамсаргүй тоонууд хэрэгтэй болдог ба орчин үед элек- 
трон тооцоолон бодох машины санах байгуула^инд санамсаргүй 
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тооны том хэмжээтэй хүснэгт оруулсан байдаг. Санамсаргүй тоог 
хаирцагнаас бөмбөг сугалах турпжлтаар гаргаж авах нь хэт бүдүү- 
лэг тохирохгүй зүйл юм. 

Орчин үед санамсаргүй тоотой маш ойрхон чанартай псевдо са- 
намсаргүй тоо гаргаж авдаг арга, алгоритмыг өргөн ашиглах болж- 
ээ. Түүхэнд анх удаа Джон Фон Нейман ийм алгоритм зохиосон. 
Орнин, үед [0,1] хэрчимд жигд тархсан псевдо санамсаргүй тоог 
гаргаж авдаг олон арга, алгоритм боловсорсон байна. Энэ тоонуу- 
дыг суурь санамсаргүй тоо гэж нэрлэе. Үүцийг ашиглан санамсар- 
гүй үзэгдэл, өөр хуулиар тархсан санамсэргүй тоо, санамсаргүй 
процессийг гарган авдаг байна. Ингэж гаргаж авах үйл явцыг са- 
намсаргүй тоо, санамсаргүй үзэгдэл, санаМсаргүй процессийг за- 
гварнилж байна гэж ярьдаг. [0, 1 ] завсарт жигд тархсан санамсар- 
гүи тоог а,ах,а 2 ,... гэх мэт тэмдэглэе. Үүний тусламжтайгаар 
жишээлбэл. [а, 6 ] завсарт жигд тархсан санамсаргүй тоог 

а(Ъ — а) + а 

хувиргалтаар гаргаж авна. 

2.7. Лабораторийн ажил 

1 . [ 0 , 1 ] завсарт жигд тархсан санамсаргүй тооны 1000 утгыг 
псевдо санамсаргүй тооны үүсгүүрийг хэрэглэн загварчлаж ТБЭМ| 
дээр гаргах. Энэ аргын алгоритмыг Хавсралт 1 - - ээс үз. 

2. [0,1] завсарт жигд тархсан санамсаргүй тооны 2^ утгЬи^ аШ- 
иглан Бюффоны бодлогын зүү хаях туртттшгтыг ТБЭМ дээр N удаа 
явуулж 

А = {зүү шулуунтай огтлолцож унах } 

үзэгдлийн давтамжийг ол? Энэ давтамжаар 7 г тоог ойролцоо илэр- 
хийл! 

Энэ туршилтыг явуулахад зүүний урт 2 /, хоёр шулууны хоорон- 
дох зай 2 а параметрүүдийг эхлээд сонгоно. Зүүний төвөөс ойрхон 
шулуун хүртэлх зай п - г өгөх санамсаргүй тоо, мөн зүүний шу- 
луунтай үүсгэх өнцөг (р - г өгөх санамсаргүй тоог харгалзан 

и к — а-а к , к = 1 , 2 , ...,Л Г , 

4 >к = п-а' к , к = 1,2,...,IV, 
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хувиргалтаар гаргаж авна. Энд а^,а' к нь [ 0 , 1 ] хэрчимд жигд тархсан 
санамсаргүи тоонууд. (у?*, и*,), к = 1 , 2 , ..., ЛГ, утгуудыг ашиглан 

А = {(у> , и) : 0 < и < / зт 9 ?, 0 < ^ — ^} 


үзэгдэл хэдэн удаа явагдсан давтамжийг олж болно. Эцэст нь (3.2) 
томъёогоор 7 Г - ийн ойролцоо утгыг гаргаж авна. 

2.8. Бодлого 

1 . ” Үзэгдэл” гэсэн үгний үсгүүдээс санамсаргүйгээр нэг үсэг сон- 
гов. V’ үсэг сонгогдох магадлалыг ол? Гийгүүлэгч үсэг сон- 
гогдох магадлалыг ол? 


[2 41 
17 ’ 7-I 


2 . 1 , 2 ,..., п тоонуудыг санамсаргүй байдлаар цувуулан байрлуулж- 
ээ. Янз бүрийн байрлалууд ижилхэн магадлалтай гэж үзээд 
2,3,4 тоонууд (эаавал зэрэгцсэн бихпээр) дараалан байр эзэлсэн 
байх магадлалыг ол? 


3. 0,1,..., 9 цифрүүдээс хоёр оронтой гурван санамсаргүй тоо би- 
чив. 

А = {гурван тоо ижилхэн байх}, 

В = {гурван тоо өөр өөр байх}, 

С = {гурван тооны зөвхөн хоёр нь ижил байх} 
магадлалыг ол? 


[0,01й,72;0,27] 


4. п молекулаас тогтсон газ битүү саванд байжээ. Савыг п тэнцүү 
үүрүүдэд хуваасан гэж санал. Молекул тус бүрийн ямар нэг 
үүрт байрлах магадлал ижилхэя ~ болно. 1 - р үүрт тх ширх- 
эг молекул, 2 - рт тп 2 молекул гэх мэт п - р үүрэнд га п молекул 
байрлах магадлалыг ол? 
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-«1-1 

п п -т1!-т л !' 1 

5. (Уулзах бодлого) А ба В хоёр хүн өдрийн 2 - оос 3 цагийн 

хооронд нэгэн газар уулзахаар болэжээ. Түрүүнд ирсэн хүн 
нь 10 минут хүлээгээд явна. Хоёр хүн уулзах магадлалыг ол? 

IИ 

^Зб 

6 . Хэсэг бүтээгдхүүний 90 ширхэг нь нанартай, 10 ширхэг нь го- 

логдол байв. Санамсаргүй сонгогдон зарагдана гэж үзвэл за- 
рагдсан 10 бүтээгдхүүнд 1 гологдол байх магадлалыг ол? 

[0,408] 

7. Төмөр замын хэсгээр хугацааны N завсаруудад тодорхой тооны 

галт тэрэг өнгөрөх ёстой бөгөөд тэдний М нь хүнд гал тэрэг 
байх юм. Хугацааны завсар тутамд эсвэл галт тэрэг явахгүй, 
эсвэл нэг л галт тэрэг өнгөрнө. Хүнд галт тэрэгний хугацааны 
интервалуудаар байрлах магадлалыг ижилхэн гэж үзнэ. Да- 
раалсан завсарт дараалан хүнд галт тэрэг явах нь муу талтай. 
Ядаж дараалсан хоёр завсарт хүнд галт тэрэгнүүд өнгөрөх 
магадлалыг N = 1000, М = 10 үед үнэлэ! 

[0,09] 

Заавар: Буцаалтгүй санамсаргүй түүврийн схемийг ашигла. 
Тэнд 

Аь = {к ба к + 1 дүгээр завсаруудад 
хүнд галт тэрэг өнгөрөх } 

үзэгдэл бол 

Р{А\ + ... Ч- А 999 ) < Р(А 2 ) + ... + Р(Л 9 99 ) 

тэнцэтгэл бишийг хэрэглэх. 

8 . [0,1] завсарт санамсаргүй тоо а - ийг сонгоё. а нь [0,1] дээр 

жигд тархана гэж. үзээд 

Р(х) = Р(а < ж), Р'(х), —оо < х < оо, 


функцуудыг ол? 
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[Г\х) — 1, (0 < х < 1)] 

9. (а 1 ,а 2 ) координаттай санамсаргүй цэг А 


П = {(х!,а: 2 ) : 0 < х, < 1,1 = 1,2} 


квадратад жигд тархана. 

Р(х) = Р(а х + а 2 < х ), Р'(х), —оо < х < оо, 
функц^Үдийг ол? 

[^'(х) = х (0 < х < 1), Р'(х) = 2 — х (1 < х < 2)] 

10. Бертраны парадокс. Е радиустаи тойрогт санамсаргүйгээр хөвн| 
татъя. Түүний утгыг { гэж тэмдэглэе. 

а. Хөвчийн төв дугуй дотор жигд тархсан, 

б. Чиглэл нь өгөгдсөн хөвчийн төв нь түүнд перпендукляр 
диаметр дээр жигд тархсан, 

в. Хөвчийн нэг үзүүр нь бэхлэгдсэн бөгөөд нөгөө үзүүр нь 
тойрог дээр жигд тархсан баих тохиолдлуудад Р(% > К) ма- 
гадлалыг тус бүр ол? 


[а.|;6^;в.§] 


11. М дагаан, N — М хар бөмбөгтэй хайрцагаас п бөмбөгийг буцаа- 
лттай санамсаргүй түүврийн схемээр сугалав. 

А = {к- р сугалалтанд цагаан бөмбөг гарах}, 

В = {к - р,/ - р сугалалтуудад цагаан бөмбөг гарах}, 

С = {ягтпшрхэг цагаап бөмбөг сугалагдах} 


гм. м}. 

1дГ1 N » 


С?(#) т (1 - %у- 


үзэгдлийн магадлалыг ол? 



Бүлэг 3. 

Нөхцөлт магадлал 
үл хамаарах үзэгдэл 


3.1. Нөхцөлт магадлал 


Эгэл үзэгдлийн огторгуй П болон тухайн туршилтанд явагдах 
боломжтой үзэгдлийн талаар нэмэлт мэдээлэл өгөгдсөн байх явдал 
олонтоо гардаг. Энэ үед магадлалыг тодорхойлох асуудлыг авн 
үзье. 

Эхлээд тодорхой жишээ авч үзье. Оюутан шалгалтанд 30 билет 
бэлтгэх ёстой байв. Түүнээс зөвхөн 1 - 5 - р билет 27 - 30 - р би- 
летүүдийг унпшж амжсан байна. Тэр оюутан шалгалтанд 11 - рт 
ороход 1 - 20 - р билетүүд үлдсэн байжээ. Ййм нэмэлт мэдээллийн 
үед оюутанд мэддэг билет ирэх магадлалыг ол? Тэмдэглэе: 

Л = {1-20-р билет үлдсэн байгаа }, 

В — {оюутан мэддэг билетээ сугалах }. 

Нэмэлт мэдээлэл. байхгүй үед оюутан мэддэг билетээ сугалах ( В 
үзэгдэл явагдах) магадлал нь сонгомол тодорхойлолт ёсоор 


Р(т = Ш - А 

р ^ в ’ |П| зо 


з_ 

10 ' 


Нэмэлт мэдээлэл буюу А үзэгдэл явагдсан гэж мэдэгдэж байгаа бол 
явагдах бололцоот эгэл үзэгдлийн тоо |А| = 20 болно. Үүнээс В нь 
А - тай хамт явагдах тоо \АВ\ = 5. Ийнхүү бид А нөхцөл дэхь В - 
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тгйтт явагдах магадлалыг Р(В\А) гэж тэмдэглэвэл: 


Р(В\А) = 


I АВ\ 


_5_ 

20 


1 

4' 


Үүний 2 - р илэрхийллийн хүртвэр ба хуваарийг |0| - д хуваагаад 


р ( АВ У=Ж’ р У А У = щ 


байдгийг санавал 

Р(ЩА) = (11) 

Энэ томъёог нөхцөлт магадлалыг тодорхойлох ерөнхий арга болгон 
авдаг. 

Тодорхойлолт 1. (Г2, Р) - магадлалын огторгуй байг. Хэрвээ 
А, В € 9", Р{А) > 0 бол А үзэгдэл явагдсан нөхцөлд В үзэгдлийн 
нөхцөлт магадлал нь (1.1) томъёогоор тодорхойлогдно. 

Одоо Р(А) > 0 байдаг дмар нэгэн А үзэгдэл байг. Тэгвэл 

Р А (В) = Р(В\А) = Ц~±, В€% 

В - ээс хамаарсан функц нь магадлалын 1-4 аксиомыг хангана. 
Иймд аксиомуудаас шууд мөрдөх магадлалын нанаруудыг бүгдийг 
хангана. 

Нөхцөлт магадлалын тухай ойлголт нь үзэгдлүүдийн үл хасмаа- 
рах тухай ойлголтыг зүй ёсоор тавина. Тэнцэтгэл 

Р(В\А) = Р(В), Р(А)> 0, 


нь В үзэгдэл А - аас хамаарахгүй гэсэн бодлыг шууд төрүүлж бай- 
на* Хэрвээ Р(В) > 0 бол дээрхи томъёо ба (1.1) - ээс 

Р(А | В) = Р(А) 


болохыг шууд баталж болно. 

Тодорхоилолт 2. Р(А) > 0, Р(В) > 0 байдаг А, В 6 үзэгд- 
лийн хувьд 

Р(АВ) = Р(А)Р(В) 


биелэгдэж байвал А,В - г цл хамаарах цзэгдлццд гэнэ. 
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(1.1) томъёоноос 

Р(АВ) = Р(А)Р(А\В) (1.2) 

гэж бичиж болно. Цааш нь индүкцээр бичвэл 

Р(А,А,... А п ) = Р(А г )Р(А 2 | А,)... Р(Ап \ А г ... А п ^). (1.3) 

(1.3) - ийг цзэгдлийн цржеэрийн магадлалын тпомъёо гэнэ. 

Тодорхойлолт 3* Е 5*, г = 1,2,..., п, үзэгдлүүд байг. 
Хэрвээ 1 < ч < ... < 4 < п (к = 2,...,п) байдаг бүх боломж- 
той индексүүдийн хувьд 

Р(л п л 2 ... А*) = РСЛЭРСЛ,)... Р(А Ч ) 

биелэгдпэж байвал А 1 ,А 2 ,...А П үзэгдлүүдийг хамтдаа хамаарал- 
гцй (эсвэл хамааралгцй) гэж нэрлэнэ. Дээрхи томъёо нь зөвхөн 
к = 2 үед биелэж байвал Л 1? ...,Л П - ийг хос хосоороо хамаарал- 
гүй гэж нэртэнэ. 

Хос хосоороо хамааралгүй гэдгээс хамтдаа хамааралгүй гэж 
мөрдөхгүй. 

Магадлалын сонгомол ба геометр тодорхойлолтыг алгиглан ма- 
гадлалын огторгуйг байгуулахад турпшлтын янз бүрийн үр дүн- 
гүүд ижилхэп буюу жигд магадлалтай гэж үзсэн . Одоо нөхцөлт 
магадлалуудын утгууд юмуу эсвэл үзэгдлүүд үл хамаарах тухай 
мэдээлэлийг ашиглан магадлалын огторгуй байгуулах жишээнүүд 
авч үзье. 

Практикт нөхцөлт магадлал нь туршилтын нөхцөлөөр эсвэл нэм- 
элт туршилтуудаар ойролцоогоор тодорхойлогдох нь элбэг бий. Жи- 
шээ нь химийн ба физикийн урвалд орсон янз бүрийн дүрсийн бөө- 
мийн задралын давтамжуудыг харгалзах нөхцөлт магадлал болгон 
авт болно. Хайрцагаас бөмбөг сугалах юмуу хайрцагнуудад бөмбөг 
байрлуулах туршилтын үед хэрвээ нийт бөмбөгийн бүтэц мэдэгдэж 
байгаа бол тухайн хайрцагнаас ямар өнгөтэй бөмбөг гарав гэдгээр 
нөхцөлт магадлалуудыг тодорхойлож болох юм. Тэгэхлээр нөхцөлт 
магадлалын утгыг ашиглан эгэл үзэгдлийн магадлалыг олж болно. 

Жишээ 1. Дараахь магадлалууд өгөгджээ: 

Р(А) = Р 1, Р(В/А) = Р ц, Р(В/А) = р 21 . 

Энэ тэнцэтгэлүүд биелэж байхаар магадлалын огторгуй (0, 3, Р) - 
г байгуулъя. Дээрхи тэнцэтгэлүүдээс шууд мөрдөх нь: 

Р(А ) =Х"Р1 - Р2, Р(В/А) — 1 Ри ~Р12 
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Р(В/А ) = 1 — Р'П — ?22 • 

1] = {и>х,и; 2 , 013 ^ 4 } гэж авъя. А 6а В узэгдлүүдийг 

А — В == {^1^2} 

бүтэцтэй тодорхойлъё. Тэгвэл {иц} =? АВ , {^2} = {^з} - 

АВ, {^> 4 } = болно. Одоо эгэл үзэгдлүүдийн магадлалыг олбол 

Р(иъ) =Р(А5)=Т(Л)Я(В/Л) = р1*рп, , ■ 

Р(а; 2 ) = Р(АВ) = Р(А)Р(В/А) = р 2 • р 21 , 

Р(о; 3 ) - Р(АВ) = Р(А)Р(В/А) = Р1 • р 12 , 

Р(о; 4 ) - Р(АР) - Р(Л)Р(Р/А) = р 2 • Р22 
Эдгээр магадлалууд нь сөрөг бус бөгөЭД нийлбэртээ 1 - тэй тэнцэнэ. 
Ийнхүү магадлалын огторгуй (П, Р) байгуулагдав. ^ 

Жишээ 2. Түлхүүрийн бодлогыг <*вч үзье. Карманд п пшрх- 

нэгээр нь түлхүүр сугалан авсаар (будазлтгүй сонголт) к - р сон- 
голтонд таарах түлхүүр сугалагдах ^агадлалыг олох бодлого юм. 
Энэ турпшлтын магадлалын огторгуйг байгуулахын тулд А& - аар 
к - р сонголтонд таарах түлхүүр сугаДагдах үзэгдлийг тэмдэглэе. 
Тэгвэл дараахь үржвэрт тавигдана: 

Аъ = А1А2 • • • 

Үзэгдлийн үржвэрийн магадлалын то>гьёог ашиглавал 

Р(А к ) = Р^АЦР^/Аг )..; Р(А к /А г А 2 ... Лл-х). 

Нэг түлхүүр таарах ба п — 1 түлхүүр таарахгүй тул Р(А^) = 
болно. Ах үзэгдэл явагдсан үед п — 2 ширхэг түлхүүр таарахгүй 
байх тул Р(А21АА = гэх мэт бодОЖ болно. Хамгийн сүүлнийн 
магадлалын хувьд бол к - р сугалалт хийх үед п — к 4- 1 карманд 
түлхүүр байх ёстой. Тэдний 1 нь таарв&, бусад нь таарахгүй. Иймд 

Р(л,/Д 1 ...Л».,) = —Ьт- 

Үзэгдлийн үржвэрийн томъёо ёсоор '"'"Ү’ V 

■ 72 — 1 п — 2 72 — ^ + 1 1 _ 1 

к п п — 1 п — ^ + 2 ?2 — А; -р 1 н. 

Эндээс Ак = {о;^} гэж үзвэл П = {а; 1? * • • ><^п} ? Р( ш к) ~ к — 

1,..., п, болж тодорхой магадлалын огторгуй байгуулагдана. Энд~ 
ээс нөхцөлт магадлалуудыг хялбархан бодож болно. 
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3.2. Бүтэн магадлал, Байе сын томъёо 

Дурьш үзэгдэл А мөн харилцан нийцгүц В и В 2 ,...,В п үзэгд- 
лүүдийн хувьд Р{Вк) > 0, к = 1,.. ., п, А с д, + ... + в п биелэж 
баиг. Тэгвэл дар^ахь (ууттьэн мазадлалын ттьо^^^^ хүнинтэй байдаг* 

Р(А) = ±Р(В к )Р(А\В ч) . (2.1) 

к=1 

Батлахын тулд А үзэгдлийг нийцгүй үзэгдлүү ди й н нийлбэрт тавъя:| 
А = АВ\ + АВ 2 Т ... + А$ п . 

Эхлээд магадлалын 3 - р аксиомыг дараа ц ь нөхцөлт магадлалын 
(1.2) томъёог хэрэглэвэл 


п 


п 


к=1 к =1 


Бүтэн магадлалын томъёог харилцан нийцгү^ тоологдом тооны үз- 
эгдлүүд В к , к = 1,2 ,..., тг ,..,, - ийн хувьд маГ адлалын 4 - р ак- 
сиом ба түүнээс мөрддөг тоологдом аддитив ча нарыг ашиглан өр- 
гөтгөж болно: 

оо 

Р(А) = Ү,Р(В к )Р(А/В, г) ' 

к=1 


Тэнцэтгэл 


Р(в к /А) = 


Р(АВ к ) Р(В к )Р> (А/ВО 
Р(А) Р(А) 


- д Р(А) - г (2.1) томъёогоор орлуулбал 


Р(В к /А) = 


Р(В к )Р(А/В к ) 
Е?=, Р(В,)Р(АЩ- 


( 2 . 2 ) 


Энэ томъёог Байесын тпомъёо гэж нэрлэдэг. Өгөгдсөн нөхцөлт ма 
гадлалаар тохирох магадлалын огторгуй бай Г уу Лаха д бүтэн магад- 
лалын томъёог аншглаж болдог. 

Жишээ 1. Нэг удаагийн тариур хийдэг 3 маШ ины нэгдүгээр ма- 
шин бүх бүтээгдхүүний 25 хувь, хоёрдугаар машин 35 Х увь, гу- 
равдугаар машин 40 хувийг үйлдвэрлэнэ. Эд гээр машины гологдол 
гаргах хувь нь харгалзан 5 хувь, 4 хувь, 2 ху вь болно. 
а. Санамсаргүй авсан бүтээгдхүүн гологдол ^айх магадлал, 
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б. Санамсаргүй авсан бүтээгдхүүн гологдол байсан бол түүнийг 1 
- р, 2 - р, 3 - р машин үйлдвэрлэсэн байх магадлалуудыг олох асуу 
длыг авн үзье. 

Эхлээд нэгдүгээр асуудлыг пгийдвэрлэе. 

А — {санамсаргүй авсан тариур гологдол байх }, 

Д = {энэ тариурыг г - р мапшн үйлдвэрлэсэн байх}, 1=1,2,3, 
үзэгдэлүүд бол 2?1, Д, Вз - нь харилцан нийцгүй бөгөөд нийлээд А 
үзэгдлийг агуулж байгаа тул бүтэн магадлалын томъёог алгаглаж 
болно: 

Р(А) = Р(Вг)Р(А\В 1 )+ 

+Р(В 2 )Р(А\В 2 ) + Р(В 3 )Р(А\В 3 ) = 

= 0,25 • 0,05 + 0,35 • 0,04 + 0,4 - 0,02 = 

= 0,0345 

Хоёрдугаар асуудлын хувьд А, Д, г = 1,2,3, үзэгдлүүдэд Баиесын 
томъёог аншглая: 


Р(Вг\А) = 
Р(В 2 \А) = 
Р(В 3 \А) = 


0,25-0,05 

125 

0,0345 

“ 345 

0,35-0,04 

140 

0,0345 

~ 345 

0,40-0,02 

80 

0,0345 

~ 345 


Жишээ 2 . М ширхэг цагаан N — М ширхэг хар бөмбөг агуулсан 
хайрцагнаас нэгэн бөмбөг алдагджээ. Хайрцагнаас сугалсан бөм- 
бөг цагаан байх магадлалыг олъё. Д. ={ хайрцагналс к ширхэг 
цагаан бөмбөг алга болсон}, (к = 0; 1 ), А = {хайрцагт одоо байгаа 
бөмбөгнөөс сугалахад цагаан бөмбөг гарсая} үзэгдэлүүд байг. Д 
үзэгдлийн магадлалыг 


Р(Во) = Р(Вг) = | 

гэж авъя. Тэгвэл сонгомол магадлал ёсоор 


Р(А/Во) = Р(А/Вг) = ^-Д 


Бүтэн магадлалын томъёо ёсоор 


Р(А) = 


N-М 
N 


М М М-1 _ М 
N - 1 + N ' N - 1 “ ЛГ • 
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Бембөг алга божохоос өмнө сугалахад дагааа бөмбөг гарах магадлал 
мөн ^ байдгийг тэмдэглэе. 

Жишээ 3. Тедефон шугамаар хугацааны (+ I + к) завсарт нэг 
дуудлага ирэх^Магадлал ак + о (к), к -> 0, нэгн дуудлага ирэхгүй 
байх магадлал 1 — а/ГЧ о (к) болно. Хэрэв шугам эзлэгдсэн үед дуу- 
длага ирвэл тор дуудлага халгдана. Хугацааны / эгШинд шугамаар 
яриа явагдаж байсан бол тэр яриа (/, I + к) завсарт (5к + о(/г), к -> 0, 
магадлалтай дуусна. Дуудлагууд бие биеэсээ үл хамааран орж ир- 
нэ. Хугацааны I эгшинд^шугам чөлөөтэй байх магадлал Р 0 (1), шугам 
эзлэгдсэн байх магадлал Р\(Р) - г тус тус ольё. 

Хугацааны I эгшин бүрд 

В° = {I эгшинд шугам чөлөөтэй}, 

В] — эгшинд шугам эзлэгдсэн} 

үзэгдлүүд Оруулбал Р 0 (1) = Р(Д°), =: Р(В}) болно. Эдгээр 

магадлалыг / - ээр тасралтгүй функцүүд гэх үзнэ. 

в: + в1 = п, цс\в\ = г 

тул бүтэн магадлалын томъёогоор 

Р(в; +к ) = Р(в:)Р(в: +к I щ) + Р(В\)Р(В; +К I В\). (2.3) 

Хугацааны I эгшинд чөлөөтэй байсан шугам хэрэв (+/ + к) завсарт 
дуудлага ирэхгүй бол /+А эгшинд шугам чөлөөтэй байх болно. (+ / + 
к) завсарт дуудлага ирээд, яриа тэр дороо дууссан байж болно. Энэ 
үзэгдлийн магадлал ойролцоогоор [оск+о(к)][/Зк+о(к)] = о (к). Иймд 

Р(В.г+н I 1 + с э(А), 

Хугацааны г эгпшнд эзлэгдсэн байсан шугам хэрэв (1,1 + к) завсарт 
яриа дуусаад, дуудлага нэг ч ирэхгүй бол I + к эгшинд чөлөөтэй 
байх болно. Энэ үээгдлийн магадлал нь 

((Зк + о(А))(1 - ак + о(А)) = (Зк + о(А). 

Бусад үзэгдлийн магадлал о (к) болох тул 

р(в; +к \в\) = /зк + о(1). 
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Олсон магадлалуудыг (2.3) - т орлуулбал 

Ро( 'Ь + &) = (1 — а/й)Р 0 (^) (ЗНР\{Г) 4■ о(Л). 

Эндээс 


Р*(^ + Л) — Р в (<) 


— —оРэ(^) + /?Рх(^) + о(/г). 


Тэнцэтгэлийн хоёр талд Н —> 0 үед хязгаарт шилжвэл 

</Ро(0 


<н 


— —аРо(^) + /ЗР^). 


Үүнтэй төсөөтэйгээр Р^) магадлалын хувьд олбол 

сИ\(*) 


с Й 




Хэрэв Р о (0) = 1, Рх(0) = 0 үед (2.4), (2.5) системийг бодвол 


ед = 


+ 


а 


а + (3 а + (3 


-(<*+/?)* 


ш = 


а 


а е"(“ + ^. 


а + (3 а + /3 
Эдгээр магаджалд / —> оо үед хязгаарт шилжвэл 

Р 


Пш РМ) - , — 

^-+оо 4 ' (х (3 ^-+оо 


, 1пп Рх(0 = 


а 


а + /3 


(2.4) 


(2.5) 


Эндээс харахад а буюу дуудлага ирэх эрчим ихэсвэл шугам эзлэгдсэн 
байх магадлал ихсэж байгаа нь зүй ёсны хэрэг юм. 

Системийн шийд буюу (Р 0 (/), РгЦ)) - ийн хувьд 

Ро(0 + Рг(0 = 1 

тэнцэтгэл биелэгдэж байна. 


3.3. Санамсаргүй үзэгдлийг загварчлах 

Санамсаргүй тоо гарган авах процессыг санамсаргүй тоог эа- 
гварчилж байна гэж ярина. [0,1] интервалд жигд тархсан псевдо са- 
намсаргүй тоог ашиглан санамсаргүй үзэгдлийг загварчлах тухай 
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авч үзье. Эхлээд бүтэн үзэгдлийн бүлийг загв а рчлая. А ь А 2 ,..., А^| 
бүтэн үзэгдлийн бүл: Еьл А к — Л • А,0, г ф мөн 

' У Рк = Р{А) >0, к = 1,2,.,., N. 

[0,1] хэрчим дээр - 

8о = 0, 5^1 = Рх, «§2 = Рх + Р 2 э • • • 7 

5* = = 1 

^=1 

цэгүүдийг авъя. [0,1] дээр авсан санамсаргүй тоо а нь [ 5 *_ 1 , 6\) 
завсар дотор унавал А* үзэгдэл явагдлаа гэдс үзнэ: 

А к = {5к~ 1 < а < 5*;}, 

Үнэхээр 

Р(А к ) —- Р{5^_1 < аг < 5^} = 5^ -- 5^-1 = рь 

Ийнхүү [0,1] дээр жигд тархсан санамсаргүЙ тооны а ъ а 2у . ..,а п 
утгуудыг ашиглан А*, ^ = 1,2 ,..., ЛГ үзэгдлү үдТ эй холбоотой тур- 
шилтыг п удаа явуулж болох бөгөөд үүиийг бүтэн үзэгдлийн бүл 
{А ку к = 1,..., Л^} - ийг загварчилж байна г:эдэг. 

Одоо {А к ,к = 1,2 ,..., АГ} бүтэн үзэгдлийн бүлээс хамааралтай 
А үзэгдлийг загварчлах аргыг үзье. Үүний тулд Р(А к ) = р к , к = 

1 ,2,..., ЛГ, магадлалуудаас гадна = ^(4|А*), к = 1,2, ...,ЛГ, 
нөхцөлт магадлалууд өгөгдсөн байх шаардлагатай. Загварчилахад 
[0,1] дээр жигд тархсан санамсаргүй тооны Х оёр утга а 2 хэрэг- 
тэй. а\ - ээр бүтэн үзэгдлийн бүл 

{А к , к = 1,2 ,...,ЛГ} 

- ыг дээрхи аргаар загварчилна. Хэрэв 

{5/.—1 < а х < 8 к } 

бол А к үзэгдэл явагдана. Эцэст нь 

Р(А/Ак) = Чк , Р(Я/Ак) = 1- Чк 


тул хэрэв 


{«2 < Чк} 


бол А үзэгдэл явагдана. Эсрэг тохиолдолд А үзэгдэл явагдахгүй. 
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3.4. Лабораторийн ажил 

1 . Бцтэн цээгдлийн бцлийн загвар. Дараахь бүтэн үзэгдлийн 
бүлгийг загварчил: 

{^1? А 2 > -Аз, А4}, А{А] 0, г ф 

Р(А г ) = 0,2; Р(А 2 ) = 0,3; Р(А 3 ) = 0,4; Р(А 4 ) ^ 0,1. 

2. Азтай билет сугалах цзэгдлийг турших. Антийн N оюутан 
шалгалтанд бэлтгэж байв. N билетийг унпшх даалгавартай. Оюу- 
тан X шалгалтанд орохын өмнө 

^15 ^2 5 * * * 5 


дугаартай 5 (0 < ^ < И) ширхэг билет ушпиж амжсан байна. Тэр 
шалгалтанд орохдоо д ширхэг оюутны дараа буюу е/ + 1 дүгээрт орж 
билет сугалжээ. Оюутан X мэддэг билетээ сугалах үзэгдлийг азтай 
билет сугалах гэе. Оюутан X - ийн азтай бшгет сугалах үзэгдлийг 
загварчлахдаа дараахь үе шатаар гүйцэтгэнэ. 

1 шат. Хамгийн эхэнд орсон оюутан билет сугалах үзэгдлийг 
загварчилая. N билетнээс сугалах тул 

= {1 - р оюутан к± - р билет сугалах}, к\ = 1 ,..., IV, 
үзэгдлүүд бүтэн үзэгдлийн бүл үүсгэнэ. 


учраас, [0,1] - д жигд тархсан санамсаргүй тооны утганы хувьд 


10 )\ _ 


р!-1 

1 ЛГ 


<а 1 < 



байвал 1 - р оюутан к\ - р билетийг сугаласан байх болно. 

2 - р шат. Үлдсэн билетүүдийг эхнээс нь шипээр у индексээр 
дугаарлана. Хоёрдугаарт орсон оюутан N — 1 пшрхэг билетнээс 
сугалах тул 


А^р = {2 - р оюутан } - р билет сугалах}, з = 1,2,..., N — 1, 


үзэгдлүүд бүтэн үзэгдлийн бүл үүсгэнэ. 


р] 2) = р(4 2) ) 


1 


N — I 7 


3 = 1 ,...,ЛГ —1, 
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учраас санамсаргү.й тоо а% - ийг ашиглан 

{тгТГ 2 “> *= 5?гт1 

бол 2 - р оюутан щинэ дугаараар ^ р билетийг сугалах болно. Би- 
летний жинхэнэ дүггьарыг будааж олгоно. Тэгвэл ] = к г болох ба 2 - 
р оюутан к г - р билет сугалжээ. 2 - р шаттай төсөөтэйгээр 3,4,... й - 
р оюутны билет сугалах үзэгдлийг загварчдаснаар к г , к 2 , ..., к* ду- 
гаартай билетүүд с:угалагдсныг мэдэх болно- Энэ бүгдэд а и .. *, 
санамсаргүй тоонуУД ашиглагдсан. 

3 шат, Энд а^х санамсаргүй утгыг 

А = {Оюутан X азтай билет сугалах} 

үзэгдлийг загварчЛахад ашиглана. Эхлээд 

В = {Эхний д, оюутан )с 1 , ■ -., 'ка 

дугаартай билетүүд сугалсан } 

үзэгдлийг оруулъя- Энэ дугаартай билетүүдийн яг I 

дш рхэгийг X оюу^ан уншсан байна. Тэгвэл үлдсэн N д ширхэг 
билетнии дотор з ^ I ширхэг нь X оюутны азтай билетүүд болно. 
Ийнхүү 

, = Р(А/В) = =■ 

Нөхцөлт магадлал 1 > 1 г загварчлах аргыг хэрзглэвэл А үзэгдэл нь 

{«« 5 ;=} 
үед явагдаыа. Пар&метрүүд 

у=:30, з = 16, д = 5; 9; 14; 23 


байх үед азаа турнх! 


3.5. Бодлого 

1. Хоёр шоо хаяж байв. Хэрэв буусан хоёр шооны онооны нийлбэр 
гуравт хувааГДах тоо гэдэг нь мэдэгдэж байгаа бол хоёр шоонд 
зэрэг ”3” цифр буух магадлалыг ол? 
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2 . 1 , 2 ,...,, N олонлогоос буцаалтгуй түуврийн схемээр гурван т«о 

сугалав. Хэрвээ анхны сугалсан тсю хоёр дахиас бага тоо б а й- 
' сан гэж ^эдэгдэж байгаа бол гурав дахь тоо энэ хоёр тоогоор 
байгуулагдюс интервалд унах нөхцөлт магадлалыг ол? 

-[|] 

3. Санамсаргүй цэг (&,&) нь нэгж кв а драт {(х^хЦ : 0 < ад < 

1, 0 < * 2 < 1} - Д жигд тархана. г - ийн ямар утганд 

Аг = {6 — 6 > »-}, В г — < Зг} 

үзэгдлүүд үл хамаарах үзэгдлүүд байх вэ? 

[г <0, г > §; Г => 1] 

4. Зураг 1 - д заасан цахилгаан хэлхээнд зөвхөн 



Зураг 1 

1 , 2 , 3 контактууд гэмтэнэ. Контдктуудын найдварт ажилда, 
гаа буюу контактууд хугацааны тодорхой завсарт эвдрэхгүй 
байх маг^длал ц бол тохирсон магадлалын огторгуйг байгуул. 
Хэрвээ 

А* - {% контакт эвдэрсэн}, 

А = {зөвхөн нэг контакт эвдэрсэн}, 

В = {чийдэн асахгүй байх } 

үзэгдлүүд бол Р(АЦА),Р(А{/В) нөхцөлт магадлалуудыг ол! 
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КкУМщмт,-’ 1 )] 


5. Бүтээгдхуүнийг бие биеэсээ үл хамаарах ^оёр шалгалтаар шүү 
нэ. к - р (к = 1 , 2 ) шалгалтын дүнд стандарт хангасан бүтээгд- 
хүүн гологдсон байх магадлал /3*, гологдол бүтээгдхүүн стан- 
дартаД тэнцэх магадлал а* болно. Хоёр шалгалтыг хоёуланг 
нь давсан бүтээгдхүүн стандартад тэнцэнэ. 

a) Гологдол бүтээгдхүүн стандартад т^нцсэн байх, 

b) Стандартад тэнцсэн бүтээгдхүүн годогдох 
үзэгдлүүдийн магадлалыг ол! 


р1 + /?2 Ч 

6 . Холбооны шугамаар АААА, ВВВВ,ССС!С үсгүүдийн дараала- 
лаас харгалзан 0 ,3; 0 ,4; 0 ,3 магадлалтайгаар аль нэг нь дамжих 
Ш}уттин улмаас дамжеак уе^г яь <9 ,6 ьтгадлалт&к- 
гаар зөв хүлээн авагдана. Шугамаар дамжсан үсгийг нөгөө 
хоёр үсэг болгон буруу хүлээн авах 1 *агадлалууд харгалзан 
0 , 2 ; 0,2 байна. Үсгүүд бие биеэсээ ү^ г хамааран зөв буруу 
хүлээж авагдана. АААА дамжуулагдс ;а н байхад хүлээн авах 
байгууламж АВСА гэж хүлээж авах м а гадлалыг ол!. 


7. Радио идэвхит атом хугацаанд задраү; магадлал А • Д 2 . Атом 
задралгүй хичнээн хугацаа өнгөрснөөс атомын задрах магад- 
лал үл хамаарна. Иймд А нь хугацаанаас үл хамаарна. I хуга- 
цаанд атомын задрах магадлалыг ол? Д коэффициент ба хагас 
задралын хугацаа Т - ийн хоорондох хгшаарлыг ол? (хэрэв Т 
хугацаанд задрахгүй байх магадлал | Т эй тэнцүү бол Т - г 
хагас задралын хугацаа гэнэ). 


[р= 1-г-е-*;Х = Щ 

8 . Үйлдвэрийн цехэд 20 суурь машин ажилд а дгаас А маркийн ма- 
шин 10, В маркийн 6 , С маркийнх 4 байдаг. Эдгээр мар- 
кийн машины чанартай бүтээгдхүүн га,р Га х магадлал харгал- 
зан 0,9; 0, 8 ; 0,7 болно. Цехэд нийт бүтээгдхүүний хэдэн хувь 
нь чанартай бүтээгдхүүн байх вэ? 
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[ 83 хувь] 

9. Нэгэн теЛефон шугамаар яаралтай, энгийн гэсэн хоёр дуудлага 
ирнэ. Энгийн яриа явагдаж байх үед яаралтай дуудлага ирвэл 
энгийн яриа таслагдана. Цд + Н) завсарт яаралтай ба энгийн 
ДУУДлага ирэх магадлал харгалзан а^Н + оЦг^^а^Н + о^Н)^ Н —> 0. 
Явагдаж байгаа альч яриа (1Д + Н) завсарт дууса* магадлал 
/ЗН + о(й) болно. Хугацааньт I эгшинд шугам чөлөөтэй байх, 
яаралтай яриа явагдаж байх, энгийн яриа явагдаж байх ма- 
гадлалууд харгалзан Р 0 Ц), Р г Ц) } Р 2 Ц) бол эдгээр магадлалын 
хувьд дифференциал тэгшитгэлийг зохио? 

Мөн 

Нт Рк(*) = п к , к = 0,1,2, 

<- 4-00 

- хязгааруудыг ол? 


Р - <*1 __ 

«1+^2+^’ 0(1+/?’ (л1-ЬД)(а1+а 2 +/?) 



Бүлэг 4. 

Туршилтын дараалал 


4.1. Үл хамаарах туршил^ 

(П, $, Р) магадлалын огторгуй байг. Д е $ ямар нэ Г үзЭ гдэл. 
Энэ үзэгдэлтэй холбогдсон турншлт явуулү^. Энэхүү туршилтын 
дүнд А явагдах эсвэл үл яватдах болно. А Ү-зэгдлиип магадлал 

Р(А) =р> 0. 

Энэ туршилтийг нэгэн ижил нөхцөлд бие биеэс нь үл хамааруулан 
п удаа давтан явуулъя. Үр дүнд нь 

АААА...А. 

ч-. ✓ 

п 

Үл хамаарах п туршилтын тодорхой т тур и1илдан д нь д үзэ гдэл 
явагдсан, үлдсэн п - т - д нь явагдаагүй байх үр дүнг нэг эгэл 
үзэгдэл гэж аваад түүний магадлалыг 

р(и п ) = р т • (1 - р) п ~ т 

гэж тодорхойлно. Энэ турпшлтын дараалл^ 1Г Бернуллийп схем гэж 
нэрдэдэг. Энэ схемд А үзэгдэл явагдахыг ^Мжилт гарлаа гэж ярьдаг.| 
Теорем 1.1. Хэрэв р п нь Бернуллийн С;хемийн п туршилт дахь 
амжилтын тоо бол 

Р{р п = т} = Р п (т) = _ р )»-- 

Баталгаа: т удаа амжилт гарсан нэгэн эь эл үзэгдэлийн магадлал 

ж. /1 ^\п-т 

р (1-р) 
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Ийм магадлалтаи эгэл үзэгдлүүдиин тоо нь га амжилтын п тур- 
шилтын дараалал дахь ялгаатай байршлын тоотой тэнцэнэ. Ийм 
байршлын тоо йй п - ээс ш - ээр авсан хэсэглэлийн тоо С™. Теорем 
батлагдав. ~ 

Одоо Аг, А 2 ,..., Аь бүтэн үзэгдлийн системийг авч үзье. Р(А+) =| 
р 4 > 0, г = 1 ,..., к , гэе. Энэ системтэй холбогдсон үл хамаарах тур- 
пшлтыг п удаа явуулъя. Туршилтийн дүнд А», г — 1,..., к, - үү- 
дийн аль нэг заавал явагдана. Энэ схемийг полиномал схем гэдэг. 
Полином схемд нэгэн удаагын п туршилтанд А г үзэгдэл га* удаа, А 2 
нь т 2 удаа, ..., Аь нь ть удаа явагдсан байх нэгэн эгэл үзэгдлийн 
магадлалыг 

рГрГ*--рГ 

хэлбэртэй тодорхойлно. 

Теорем 1.2. нь п удаагийн туршилтанд А; үз- 

эгдлийн явагдах тоо бол 4 


Р (6 - т ь 6 = т 2 ,..., & = т*) = 


. П! 


трГ-рГ 


■ ••рГ- 


т^т^!... т*} 

Баталгаа: п туршилтын дараалал дотор А^ үзэгдэл удаа,| 


Ао 


нь т 2 удаа, ... ? Аь нь т^ удаа явагдах боломжуудыг тоольё. |Хэд 
дүгээр турншлтуудад А^ гарсан бэ гэвэл нийт С™ 1 янзын байрфлд 
гарна. Үлдэх п — туршилтуудаас ш 2 ширхэгт нь А 7 үзэгдэл 
явагдана. Үүний нийт боломжын тоо С™1 ' т1 , гэх мэт. Хаь^гийн 
сүүлд п — т± — ... — т ^„1 = т* байр үлдэнэ. Үүнийг С™* = 1 гэж 
үзэж болно. Ийнхүү 


/~гт\ ' лт 2 

—ГП1 * * * ^ п —ТП1 —7712 ' 




п! (п — га^)! (п — т\ — ... — т*_ 1 )! 

тх!(7г — тг )1 т 2 !(п — га* — т 2 )! т*!1! 


гп1!т 2 !... ть\ 

Эндээс теорем батлагдана. 

Жишээ 1. Мөнгийг п удаа хаяв. Амжилт = сүлд буух. Амжилт 
явагдах магадлал р = п туршилтанд т амжилт гарах магадлал: 


Р{т удаа сүлд буух} = Р п (т) 



4.2. ХЯЗГААРЫН ТЕОРЕМ 
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Жишээ 2~ Шоо хаях туршилтииг п удаа явуулъя. А* = {г оноо 
буух}, г = 1,..., 6, үзэгдлүүдийн хувьд р х = ... = ре — §. Энэ нь 
полином схемд к = 6 байх тухайн тохиолдол. Тэгвэл 

Р{ 1 оноо тх удаа, 2 оноо т 2 удаа,..., 6 — т 6 удаа буух} = 

_ п! Л1\ т1 /1\ тб п! /1\ п 

т^!... т 6 ! \б/ * ’ * \6/ т х !... т 6 ! \6/ 

4.2. Бернуллийн схемийн 
хязгаарын теоремууд 

ч 

Онол практикийн янз бүрийн бодлогуудад Бернуллийн схемд тур-| 
хпилтын тоо п нь их байх тохиолдолтой холбоо бүхий үзэгдлүүдийн 
магадлалыг тооцоолох явдал олонтой. Энэ үед Теорем 1.1 - д олсон 
томъёог ашиглах нь нэн хүндрэлтэй болдог. Ялангуяа дээрхи ма 
гадлалуудын нийлбэрийг олох үед бүрч их хүндрэнэ. Жишээлбэл: 
а < [ 1 п <Ъ үзэгдлийн магадлал нь нийлбэрээс тогтоно: 

р( а < < ь) = х: с™ Р т (1-рг~ т . 

а<т<Ь 

Мөн р эсвэл 1 — р = д маш бага байх үед мөн их хүндрэл гардаг. 
Энэ үед магадлалуудыг ойролцоо асимптот томъёогоор илэрхийлж 
болдог байна. Ингэж асимптот томъёогоор илэрхийлдэг аргыг хяз- 
гаарыи тёорем гэж нэрлэдэг. 

Теорем 2.1 ( Пуассоны теорем). Хэрвээ пр -4 А,0 < А < оо, 
биелэгдэж байхаар п -4 сю үед р -4 0 байвал 

А т 

Цш РЫп = гп) = —ге~\ 

71->о° тгг! 

” Баталгаа: пр = А п гэж тэмдэглэе. Шууд янзалж бинвэл 
Р п (т) = С™р т (1-р) п - т = 

_ п( п-1)...(п-т+1) / ^п\ т Л _ А»\ 

т! V п / \ п ) 


п—т 
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-5ИГ-И)И)- 


Энд п —> оо үед хязгаар авбал 


Нш Р п (т) = — А * 

п->оо 4 77г! 


Теорем батлагдав. 

Ийнхүү п их, р бага. үед 

\т 

Р(ц п = т) « А п = пр, 

т! 

ойролцоо томъёог ашиглана. 

Энэ ойролцоо томъёоны алдааг илэрхийлсэн дараахь харьцаа үн- 
эн байдаг ([1] - д үз): 

I Р(Цп 6В)-Е Рт(пр)| < ггр 2 ) ЧВ С {0,1,... ,п). 

тбН 

Хэрвээ = 1 -р бага бол Пуассоны теоремыг <? - ийн хувьд хэрэглэнэ. 

Харин р, хоёул тэгээс мэдэгдхүйц /лгаатай үед Муавр - Лапла- 
сын хязгаарын теоремүүдийг ашигладаг юм. Дараахь функцийг 
тэмдэглэе: 

Теорем 2.2 ( Муавр-Лапласын локаль теорем). Хэрэв р 
тогтмол, п -> оо үед х т = (т - пр)//прЧ хэмжйгдэхүүн ньтбап 
- ын хувьд жигд зааглагдсан (—оо < а < х т < Ь < оо) бол 

Р(р„ = т) — <р(х т )(\ + ос п (т))/у/прд. 

Энд | а п |< х т € [о,Ь], С - тогтмоЛ тоо. 

Баталгаа: Стирлингийн томъёог бичье: 

п! = у/Ъгп п п е~^ + °^■ 


1 х 2 Г х 

х) ~ -=е~1г ? ф( х ) = / <?{и)<1и. 

х/2тг ‘*оо 


1пп! = \п.у/2пп + п1пп — п + 0 



Эндээс 


( 2 . 1 ) 
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Энэ задаргааг т! ба (п — т)! - д хэрэглэн 

771 = пр Т Хту/прд, П — ТП = П<? — Х ш уТьЩ 
бичлэгийг апшглавал 

1пт! = 1п л/27гт 4- 
+(?гр + Хтл/прд) Щпр Ч- х ту /прд)~ 
-пр - х тл /прд + 0 (1) , 


1п(п — т)! = 1п у/27г(п — т) + 

+(щ — Хту/щщ) 1п(пд| — х тл /прд/ 

-Щ + х тл /прс[ + 0 (^) . 

Энэ хоёр гомъёонд байгаа логарифмүүдийг 


1п(1 х) ~ х Т 0(х 3 ) 


задаргааны тусламжтайгаар дараахь хэлбэрт бичиж болно: 
Ь (пр + х тл /прд) = Ь пр + Ь = 


= Ь пр + Хп 


— Ь щ ~ х п 


Эцэст нь 


Р(рп = т) = 


х 2 

х т 

•^■ + 0 

2 

пр 

х т /прд) = 

х 2 

•^ + о 

2 



п! 


Пу/пф / 


( 2 . 2 ) 


(2.3) 


т\(п — т)! 

томъёонд (2.1) — (2.3) илэрхийллүүдийг апшглавал теорем шууд бат- 
лагдана. 

Теорем 2.2 - д п их р, д нь 0 ба 1 - ээс мэдэгдэхүйц ялгаатай үед 


Р(р п = т) « <р(х т )!фш 


( 2 . 4 ) 
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ойролцоо томъёог гаргаж авлаа. Энэ ойролцоо томъёог хэрэглэх бо 
ломжтой байх нөхцлийн талаар чанарын үнэлэлт өгөхийн тулд (2.3) 
томъёонууд дахь ■ үлдэгдэл гишүүдийг үнэлэх хэрэгтэй юм. Тогт- 
мол р (0 < р < 1) бүрд п -4 ос үед эдгээр үлдэгдэл гишүүд нь 
тэг уруу нийлж байна. Гэвч төгслөг п - д хэрэв р эсвэл ^ нь бага 
байвал үлдэгдлүүдийн нийлбэр нь их болрх боломжтой нь харагдаж 
байна. р ==• = | үед (2.4) нь сайн дөхөлт өгдөг. Энэ үед үлдэгдэл 

гшнүүн бүрд нарийн үнэлгээ өгвөл теорем 2.2 - д | а п |< ^ үиэлэл- 
тийг | |< — - ээр солих боломжтой болдог. Ер нь (2.4) томъёог 

п > 100, прд > 20 үед ашигладаг бөгөөд хэрэглэхэд гол төлөв алдаа 
их өгдөг тул онолын чанартай дүгнэлт гэж заасан нь олонтой. 

Теорем 2.3 (Муавр - Лапласын интеграл теорем). Хэрвээ 
р (0 < р < 1) тогтмол бол п —У оо үед 



нийлэлт ньабаЬ( — оо<а<Ь<оо) - ээр жигд биелэгдэнэ. 
Батаалгаа: Эхлээд а, Ь (—оо < а < Ь < оо) тоонуудыг сонгож авсан 
байг. 


Г ^ Цп-пр 

I " у/т 



үзэгдлийн магадлал нь 


Р (а < <ъ)=Р п (а,Ъ)= 52 р (»п = т). (2.5) 

V ҮПРЧ / а<Хт<Ь 

Сүүлчийн нийлбэрт Хт = ба х т € [а, Ь] байдаг бүх т-ээр 

нийлбэрчилнэ. Хэрэв энэ нийлбэрийн нэмэгдэхүүн бүрд Муавр - 
Лапласын локаль теоремыг ашиглавал Р п (а, Ь) магадлал нь 

5 п = <р(х: т )/у/пря, 

а<х т <Ь 

Т„= ^2 а п{т)ч>(х т )/у/прс1, 

а<х т <Ь 

хэмжигдэхүүнүүдийн нийлбэрээр бичигдэнэ: 

Р п (а,Ъ) = З п + Т п - 
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Аргументийн өөрнлөлт 


уираас 


п — З'тп+1 — 

т 4-1 — пр т — пр 1 
•рЩЦ. у/Щч ^/прц 

5 п — ^ , <р(^т ) А X т 

' а<х т <Ь 


болж 5 п нь 


[Ь 

I ц?(х)< 1 х 

оа 


интегралын тохируулан сонгосон интеграл ниилбэрээс хоёроос илүү-| 
гүй гишүүнээр ялгагдана. Иймд 


[Ь 

Нт 5 п — / (р(х)с1х. 

п ^°° ]а 

Мөн локаль теорем дэхь а п (т) - ийн үнэлэлтийг ашиглавал 
|Т„| < <р(х т )Ах т \а п (т)\ < ~5 п . 

а<Хт<Ь * ^ 

Ийнхүү 

Иш Т п - 0. 

п —> оо 

Дээрхи хоёр хязгаараас теоремын өгүүлбэр батлагдаж байна. 


4.3. Хязгаарын теоремыг хэрэглэх 

Муавр-Лапласын интеграл теоремоос 

Р (а < ^ п — < Ь ] » [ Ых)Ах = Ф (Ь) — Ф (а) (3.1) 

V \/щ>ч ) и 

ойролцоо томъёо гарган авя байна. Ийнхүү магадлалыг ойролцоо 
олохдоо 

1 [* _ и 2 _ 

ф 0 (д:) = / е ‘2 Ли 

V 27 Г 4 о 
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функцийн хүрдийг ашиглаж болно (Хавсралт 2 - ын 1). прд-ийн 
бага утганд бол дээрхи ойролцоо томъёоны оронд дараахь томъёог 
ашиглах нь илүү сайн байдаг: 


Р 



Мп - пр < ъ 


Ф[Ъ + 




(3.1) томъёо нь магадлал р ба давтамж ^ - ийн ялгааг үнэлэх бо- 
ломж өгдөг. {| — р |< А} үзэгдлийн магадлалыг үнэлэе: 



1 

/ъГ 

Ийнхүү өгөгдсөн бага Д - ээр алдааны магадлалыг олж байна. Үү- 
ний урвуу бодлого олонтоо тохиолдоно. Өөрөөр хэлбэл давтамж 
нъ р магадлалаас Д-ээс ихгүй зөрөөтэй байх магадлал нь 1 — 2 6(8- 
бага тоо) байхын тулд хичнээн удаа турпхилт явуулах шаардлагатай 
вэ? гэсэн асуулт гардаг. Ийм асуулт Монте Карло аргыг хэрэглэх 
үед их гарч ирдэг. 


д \/^ 

е 2 (1х — 2Ф 0 


-Дд /ГГ 



2Ф 0 (ДД) =1-2 8 
\ V РЯ/ 

тэгшитгэлийг хангаж байдаг п 0 нь бололцоот хамгийн бага туршил- 
тын тоог өгнө. (Д,$) сонгон авах параметрүүд юм. Энэ үед р ма- 
гадлал нь мэдэгдэхүй байдаг тул п нь үл мэдэгдэх р параметрээс 
хамаарсан байх болно. Энд 

р (| ~ р 1 ^ л ) - 1 ~ 26 

тэнцэтгэл биш биелэж байхаар (бүр сайн) п - ийг олох замаар үл 
мэдэгдэх р - ээс салж болдог. Үүний тулд рд < ~ тэнцэтгэл бишийг 
ашиглаж олбол 
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илэрхийлэлийг хангадаг щ тоог Хавсралт 2 - ын 2 дугаар хүрднээс 
олбол 2А^/п = 14 буюу п > . Өөрөөр хэлбэл щ = -I-1 ([а] - а 

тооньт бүхэл хэсэг). 


4.4. Туршилтын төгсгөлгүй дараалал 

Олон сонирхолтой бодлогуудад туршилтын төгсгөлгүй дараал- 
лыг авн үээх шаардлагатай болдог. Бернуллийн туршилтуудын да- 
рааллыг энд авч үзнэ. Амжилт гарах, амжилт гарахгүй гэсэн хоёр 
болзлыг харгалзан 1 ба 0-оор тэмдэглэнэ. 

Эгэл үзэгдлийн огторгуйг 

Ю “ {(«1, г 2 ,..., г п ,...) : 4 6 {0; 1}, & = 1,2,...} (4.1) 

гэж тодорхойлоё. Дурын төгслөг п ба еь 6 = 1,2, 

бүрд 

~ {(**> ^2) • • • • • •) : = ^1, • • • тН п = б п } (4.2) 

хэлбэрийн бүх олонлогуудыг үзэгдэл болгон авна. Үзэгдлийн а - 
алгебр 3 нь (4.2) хэлбэрийн бүх олонлогуудаар төрөгдсөн а - алгебр 
байх болно. (4.2) хэлбэрийн олнологийг дилиндр олонлог гэж нэрлэд- 
эг. Нэгэн туршилтаар 1 гарах магадлалыг р\, 0 гарах магадлалыг 
Ро (р*' > 0, ро + р1 = 1) гэвэл үл хамаарах турншлтуудын дарааллын 
үед 

Р(А1[:;;^ п ) = р е1 р* 2 ...Ре п . (4.з) 

(4.3) магадлалуудаар (4.2) хэлбэрийн үзэгдлээр төрөгдсөн а алгебр 
5 дээр магадлалыг нэгэн утгатай үргэлжлүүлэн тодорхоилж бол- 
дог байна. Энэ өгүүлбэрийг цаашид баталгаагүй үнэмшиж явах 
6а баталгааг [1] номноос үзэж болно. Ийнхүү (4.1) эгэл үзэгдлийн 
огторгуй дээр үзэгдлийн а - алгебр болон магадлалыг тодорхойлов. 
Гэхдээ бүлэг 2-т үздэгтэй адил дурын үзэгдлийн магадлалыг бодох 
илт томъёо энэ тохиолдолд гарч ирэхгүй. 

А п үзэгдлийн явагдах эсэх нь п (п = 1,2,3,...) - ээс ихгүй 
тооны турпшлтаар тодорхойлогдох бол түүний магадлалыг (4.3) 
томъёогоор олж болно, Хэрэв үзэгдэл нь А п монотон дарааллын 
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тусламжтайгаар тавигддаг бол түүнийг магадлалын тасралтгүйн 
аксиомоос гардаг мөрдөлгөөг ашиглан тодорхойлж болох юм. Бүлэг 
2 -т үз. 

Туршилтын төгсгөлгүй дараалалтай холбогдсон санамсаргүй тэ- 
нүүчлэлийн бодлогыг авч үзье. [ 0 , п} хэрчмийн бүхэл цэгүүдээр 
бөөм хөдлөж байг. Хугацааны I эгпшн дэхь бөөмийн координатыг 
6 гэж тэмдэглэе. Бөөмийн хөдөлгөөнийг 1, -1 хоёр үр дүн өгдөг үл 
хамаарах туршилтуудын төгсгөлгүй дарааллаар удирдана. Энэ нь 


6+1 ~ 


6 + 1 хэрэв +р турншлтанд 1 гарсан ба 6 < п, 
6 — 1 хэрэв +р турпшлтанд -1 гарсан ба 6 > 0 


бичлэгтэй байна. Хэрвээ ямар нэгэн I - д 6 = 0 буюу 6 “ п бол бөөм 
тэр цэгт шингэх болно. Гарааны утга — к гэж үзье. 1 ба -1 үр 
дүн гарах магадлал харгалзан р, д = 1 — р байг. Үзэгдэл 


А = \к — аас гарсан бөөм хэзээ нэг цагт п. цэгт очих} 


ийн магадлал яьг = Р{А) - г сонирхож үзье. Энэ бодлогыг мө- 
рийтэй тоглогч хоосрох бодлогоор дүрслэн үзүүлж болдог. То- 
глолт эхлэхэд 1 -р тоглогч к төгрөгтэй 2 р тоглогч п — к төгрөгтэй 
байсан бөгөөд тоглоод хожсон нь 1 төгрөг нөгөөхөөс авна. Хэрэв 1 -р 
тоглогч хожвол бөөм баруун тийшээ нэг алхана. Бөөм баруун захын 
цэг п - д ирвэл 1 -р тоглогч бүрэн хожоод 2 -р тоглогч хоосроно. 

Хугацааны I эгшинд бөөм п цэгт байх магадлалыг 


ПыЦ) = Р(Сг = п) 

гэж тэмдэглэе. Авч үзэж байгаа санамсаргүй тэнүүчлэлийн бодло- 
гонд бөөм анхны байрлал к - аас к + 1 - д ирсэн гэсэн нөхцлийн үед 
{ 6+1 = п} үзэгдлийн нөхцөлт магадлал нь гарааны цэг к + 1 үеийн 
6 = п үзэгдлийн нөхцөлгүй магадлалтай тэнцэнэ. Өөрөөр хэлбэл 

Р ( 6+1 = П I 6 = к + 1 ) = тт к+1 .п(1). (4.4) 

Үүнтэй яг адилхан 


Р ( 6+1 = п I 6 = к - 1 ) = 7Г*_ М (*)* (4*5) 

(4.4)-ийг батлахын тулд эхний I ншрхэг хугацааны эгшингүүдэд 
ех,б2,... (е, = 1 ; — 1 , $ = 1 ,... ,<) үр дүнгүүд харгалзан гарсан 

байх үзэгдэлийг Б(е х .. .е*) - ээр тэмдэглэе. Мөн 

р хэрэв е 8 = 1 , 
д хэрэв = — 1 . 


р(е,) = 
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Тэгвэл 

Р(В(е !...«<)) = Пр( е *)- 

5—1 

Эерэг бүхэл тоо V ба I -ийн хувьд 

С(1,ь) = {(и ь . : и,- € {1,-1}, 1 < г < и; 

Э« < г : 0 < / + «1 + ... + и, < I + и 3 + ... + и а = тг, 1 < ] <5-1} 

олоплогыг оруулья. Хэрэв 

{С(кД) Э (е ь ...,е 4 )} 

үзэгдэл явагдвал к - аас гарсан бөөм I хугацааны эгшинд п цэгт 
байх болно. к - аас гарсан бөөмийн хувьд 


Р(&+1 = п) П (6 = к + 1 ) =,■* 


/ « » 1+1 

/ = Р^Р(В(е 2 • • • «*+!)) = р Ү) П К е *)> 

5=2 

к+ 1 -аас гарсан бөөмийн хувьд 

Пк+1,п(*) = = ») = X) П *(*•)• 

5=1 


(4.6) 


(4.7) 


(4.6) дахь ү? нь бүх боломжит (ег, •.. ,е* + х) € (7(А; + 1,0 ээр, (4.7) 
дахь Ү** нь бүх боломжит (бх,... ,е*) Е С(к+ 1, ^)-ээр нийлбэрчилэх 
нийлбэр. Ийнхүү (4.6) ба (4.7) - аас 


ТГк+1,пС0 


■Р{(6+1 — ») П (^х — А; + 1)} 
Р{(г = к + 1} 


болж (4.4) батлагдав. (4.5) нь үүнтэй яг адил батлагдана. 
Бүтэн магадлалын томъёог ашиглан бичвэл 


Р (&+1 — п ) — ^(6. — к + 1)Р(6+1 — п I 6 — к + 1)+ 


+Р(6 = к ~ 1)^(6+! = п | 6 = * - 1)- (4.8) 

& = к тул 

*(6=* + 1)=Л' Р(6=*-1) = в' 

байна. Энэ тэнцэтгэлүүд ба (4.4),(4.5) - ийг ашиглавал (4.8) нь 


*кп(1 + 1) = №+1 ,п (0 + №-1 ,п(0 > л = 1 ,..., п - 1, 


(4.9) 
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БҮЛЭГ4. ТУРШИЛТЫН ДАРААЛАЛ 


хэлбэртэй бичигдэнэ. Хэрэв 

(6 = I») С (6 = п ) с • • • С (6 = п) С (6+1 = п ) С . -. 
ба 

оо 

А = 0(6 = ») 

болохыг анхаарвал тасралтгүйн аксиом ёсоор 

7г кп = Р(А) - Ит Р( 6 = п) = Нт п ы (Р). 

{—>•00 Т—>оо 

Иймд (4.9)-ийн хоёр талд ^ —у оо хязгаарт пшлжвэл 

^кп — Р^к+Хдг Я^к~ 1,щ ^ — 1 ) 2^ . • • П 1. 

Энд 7г 0п = 0, 7г пп = 1 захын нөхцлийг оруулан төгслөг ялгаварт 
тэгшитгэлийг бодож 7г^ п магадлалуудыг олох ёстой. 

Ийнхүү тг* п магадлал нь &-аас хамаарсан функц болохын хувьд 
тогтмол коэффициенттэй нэгэн төрлийн шугаман төгслөг ялгаварт 
тэгпштгэл 

р/к+1 - /к + зЛ-1 = о (4.10) 

ийн / 0 = 0, / п — 1 захын нөхцлийг хангасан шийд болно. 

Эхлээд р ф д гэе. (4.10) тэгшитгэлд /* = А* оруулга хийвэл 

р\ к+1 -\ к + дХ к ^ 1 =0 


буюу 


рА 2 — А + д = 0 


Үүний язгуурууд А^ = 1, А 2 = ц/р. Иймд А*, А| нь (4.10)-ийг 
хангана. Дурын тогтмол С\,С 2 - ийн хувьд 


Л = С1А* + С 2 А* (4.11) 

шугаман комбинац нь мөн (4.10)-ийн шийд болно. Захын нөхцлийг 
ашиглан к = 0, к = п үед (4.11)-ээс олбол 

Г с х + С 2 = 0, 

\ Сг + (я/р) п С 2 = 1. 


1 — (а/п) 


Эндээс мөн (4.11)-ээс 





4.5. ЛАБОРАТОРИЙН АЖИЛ 
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Зүүя захын цэг О-д шингэх магадлал 7 г * 0 нь МӨ н (4.10) тэгшитгэлийг 
хангах ёстой бөгөөд (4.11) ерөнхий шийдэг^ С\,Ог ийг олохдоо 

/о=1, /п = 0 

нөхцлийг хангасан байхаар бодно. Ингэж олбол 

_ _ {ч/р ) к - (Ф) п 

к0 г-Ш^ 


тг^о + тг/сп — 1 болж байгаа нь тэнүүчлэл 1 ^агадлалтайгаар 0 ба п 
хоёрын аль нэгт очиж шингэдэг болохийг ^аруулна. 

Одоо р = у = \ байг. Энэ тохиолдолд = А 2 = 1 ба (4.10)-ийн 
ншйдийг 

/* = <?! + кС 2 


дг.үпгтэй хайл. Дахын няхцлийг нншглацд 

_к _) е 

^кп — 5 ^кО — 

П Т г 


Хэрэв тэнүүнлэл нь зөвхөн 0 цэгт 1 пин 1 "лл"' )Г баруун тийш зааглаг- 
далүй алслан одох боломжтой тохиолдолд г )өөм нь хэзээ нэг цагт п 
цэгт хүрч ирэх магадлал нь түрүүчийн хоё р (о ба п) пшнгээгнтэй 
тохиолдолд бодсон магадлал тг^-тэй тэнцү у байна. Бөөм нь &-ийн 
баруун талын бүх цэгүүдэд байх магадлал нь 


Лк = Нш Пкп = 

П-+СЮ 


{ 


0 

1 - (д/р) к 


х өрэв д > р. 
х өрэв д < р. 


Энэ дүгнэлт нь бидний төсөөлөлтэй зөрчилд өхгүн байгаа юм. Хэрэв 
бөөм баруун тийш шилжих магадлал ихтэй бол бөөм баруун тийшээ 
эерэг магадлалтай алслан явах боломжтой бөгөөд эсрэг тохиолдолд 
баруун тийш хазайх нь 1 магадлалтай зааг лагдах б а 0 цэгт 1 магад- 
лалтай шингэнэ. 


4.5. Лабораторийн ажил 

1. Зуу хаях Бюффоны бодлого. Иарам е трүүд 6 = 0,05; Д = 
0,01 байхад 

А = {( 9 ?, и) : 0 < и < 0 ,6 • зт о < <д < л} 
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БҮЛЭГ4 . ТУРШИЛТЫН ДАРААЛАЛ 


үээгдлияя давтамж н ь Р(А) = ^ (/ = 0 , 6 ; а = 1) магадлалаяс ха- 
зайх абсолют хазайлтын хувьд Муавр - Лапласын хязгаарын теоре- 
мыг ашиглан доор хаяж хэдэн удаа туршилт явуулах тоо п 0 - ыг 
тодорхойл! п 0 удаа зүү хаях турпшлтыг явуулж шалга! 

Заавар: п 0 - ыг олохдоо 


буюу 


2Ф 0 (щ) = 1-28 = 0,9 


Фо(^$) = 0,45 


тэгшитгэлийн шиид и&- г хүрднээс олбол щ « 1 , 64 . Эндээс Д-^^" = 
1 , 64 буюу п 0 = [^] + 1 « 6725 . А үзэгдэл явагдсан тоог гээд 


Мпо 

Н-о 



< 0,01 


үээгдэл явагдах эсэхийг 6725 ширхэг санамсаргүй тоогоор шалгана. 

2. Саиамсаргуй гпэицучлэл . [0,1] - д жигд тархсан санамсаргүй 
тоонуудыг ашигласан [ 0 к п] хэрчимд бөөмийн санамсаргүй тэнүү- 
нлэлииг 0 юмуу п цэгт пшнгэх хүртэл турших! Өгөгдсөн параме- 
трүүд: п = 25, р = 5 , к = 11 . 


4.6. Бодлого 

1 . Хоёр цагаан дөрвөн хар бөмбөг агуулсан хайрцагаас хоёр тоглогн 
ээлжлэн сугалав ( буцааж хийлгүй). Эхлэж цагаан бөмбөг су- 
галасан нь хожино. Тоглоомыг эхлэсэн хүн хожих магадлалыг 
ол? 



2 . Гурван шоо хаях турпшлтыг 10 удаа явуулав. Дөрвөн туршил- 

танд яг хоёр гаоонд нь 6 буух магадлалыг ол? 

[0.0317] 

3. Мэдээ дамжуулж байх үед нэг тэмдэг өөрнлөгдөх магадлал 1/100 

. Дамжсан тэмдгүүд өөрнлөгдөх нь хоорондоо хамааралгүй 
гэсэн яөхцөлд хэрэв 5 тэмдэг дамжуулсая бол 



4.6. БОДЛОГО 
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а. тэмдэг өөрчлөгдөөгүй, 

б. ганд тэмдэг өөрчлөгдсөн, 

в. ядаж хоёр тэмдэг өөрчлөгдөх 
магадлалыг тус тус ол ! 


[0.95099..., 0.048029..., 0.00098...] 

4. 0,1,2,..., 9 цифрүүдээс 6 оноо а) 0,7 ; б) 0,9 - өөс багагүй магад- 

лалтай ядаж нэг удаа гарч ирэхийн тулд хичнээн санамсаргүй 
тоо сугалах шаардлагатай вэ? 

[а) 12; 6)22] 

5. 5 М ширхэг сугалааны М нь хожилтой. Худалдан авсан п суга- 

лааны ядаж нэг нь хожилтой байх магадлал ф(п) - ийг ол! (5( п ) 
- ийг а)М — 3, б)М = 10 үед п = 1; 5; 10; байх тохиолдолд 
тус тус тооцоол! 


[<Э(п) - 1 - А п 4М /А п 5М } 

6 . Тойрогт квадрат багтжээ. Санамсаргүй хаясан 10 цэгийн дөрөв 

нь квадратад, гурав нь нэг сегментэд үлдсэн гурван сегментэд 
тус бүр нэг нэг цэг унах магадлалыг ол!. 

[393.75(1/тг) 4 (1 -2/тг) 6 ] 

7. Бүтээгдхүүн гологдол байх магадлал р = 0,01 ба нийт п = 200 

ширхэг бүтээгдхүүн байв. Гологдол бүтээгдхүүний ТОО ( 1 п 
нь гуравтай тэнцүү байх магадлалыг ол! ( Пуассоны теорем). 

[0.181355...] 

8 . Бүтээгдхүүнүүд бие биенээсээ үл хамааран р = | магадлалтай 

гологдол байна. Нийт п — 22500 бүтээгдхүүний доторхи го- 
логдлын тоо р п нь 4380 - аас 4500 дотор байх магадлалыг ол! ( 
Муавр - Лапласын интеграл теорем). 


[0.8185] 
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БҮЛЭГ 4. ТУРШИЛТЫН ДАРААЛАЛ 


9. Сувгаар ”тэг” ба ” нэг” хоёр тэмдгээс тогтсон мэдээлэл дамжуул- 

на. Шуугианаас болж нэг тэмдэг нөгөөд хувиран дамжигдах 
явдал тохиолдоно. Тэмдэг тус бүр зөв дамжигдах магадлал 
0.55 байв. Мэдээллийг зөв дамжуулах үүднээс. тэмдэг бүрийг 
п удаа давтана. Энэ п давталтаас аль тэмдэг нь олон дамжи- 
гдсан байна түүнийг зөв тэмдэг гэж үзнэ. Хэрэв п ~ 5 бол 
”нэг” тэмдэг зөв дамжигдах магадлалыг ол! 

[0.593126...] 

10 . Дээрхи бодлогонд (9 - р бодлого) тэмдэг зөв дамжигдах магад- 

лал 0.99 - өөс багагүй байхын тулд п - ийг хэдээр сонговол 
зохих вэ? 

[536] 

11 . Холбооны сувгаар 1000 тэмдэг дамжив. Тэмдэг бүр нь бусдаа- 

саа үл хамааран 0.005 магадлалтай буруу дамжигдана. Гур- 
ваас илүүгүй тэмдэг. буруу дамжигдсан байх магадлалыг ой- 
ролцоогоор бод. 

[0.26502] 4 

12 . Сумын төв 720 хүнтэй. Хүн тус бүр нь бусдаасаа үл хамааран 5 

удаа аймгийн төв автобусаар явах бөгөөд хэзээ явах нь бусдаас 
мөн үл хамаарна. Автобус өдөр бүр нэг удаа явна. Нэг сард 
(30 хоног) дуыдажаар нэгээс ихгүй удаа хүмүүс багтахгүй 
байж болохоор автобус дор хаяж хэдэн хүний суудадтаи байх 
шаардлагатай вэ? (Муавр - Лапласын интеграл теорем). 

[124] 

13. Нэг буудахад байг онох магадлал 0.01 бол 100 буудахад гурваас 

ихгүй онох магадлалыг ойролцоогоор ол! 


[0.98101] 



Бүлэг 5 


Санамсаргүй 
хэмжигдэхүүн 
тархалтын функц 


5.1. Тодорхойлолт, жишээ 

Эгэл үзэгдлийн огторгуй $7, үзэгдлийн <7 - алгебр 3, түүн дээр 
тодорхойлогдсон Р магадлалаар (0,3, Р) магадлалын огторгуйг өг- 
чээ. 

Тодорхойлолт 1. 0 Э ш - ээс хамаарсан ^ = ^(и>) төгслөг бодит 
функц нь дурын х € К - ийн хувьд 

{и; : %{ш) < х} € 3 (1.1) 

харьцааг ^ангаж байвал ^ - ийг санамсаргцй хэмжигдэхщн гэнэ. 

Хэрвээ 3 нь 0 - ийн бүх дэд олонлогийг агуулсан байвал (1.1) нөх- 
цөл яь үргэлж биелэгдэнэ. Ийм үед дурын ^ : 0 — > К буулгалт нь 
санамсаргүй хэмжигдэхүүн болох нь. Дискрет магадлалын огтор- 
гуйн хувьд үзэгдлүүдийн (т - алгебр нь 0 - ийн бүх дэд олонлогийг 
агуулсан байдаг тул тэнд тодорхойлогдсон дурын бодит функц нь 
санамсаргүй хэмжигдэхүүн байна. 3 анги нь а - алгебр үүсгэдэг 
гэдгээс ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүний хувьд 

> *} = < *} € 3 , 

{хх < ^ < ж 2 } = {^ < Х 2 } - {^ < ап} € (1.2) 
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БҮЛЭГ 5. САНАМСАРГҮЙ ХЭМЖИГДЭХҮҮН 


{{ = х}= П { х ^ ^ < х + “} € 3 

п=1 П 

биелэх нь шууд мөрдөнө. Иймд ( 1 . 2 ) - т илэрхийлэгдсэн санамсаргүй 
үзэгдлийн магадлалыг тодорхойлж болно. Эдгээрийг олоход дурын 
х € К бүрд 

Ъ(Х) = Р{{ < х} (1.3) 

магадлалыг мэдэж байхад хангалттай байдаг. Өөрөөр хэлбэл (1.3) - 
аар тодорхойлогдсон х - ээс хамаарсан Р$(х) функцээр (1.2) магад- 
лалуудыг цлэрхийлж болно. 

Тодорхойлолт 2 . (1.3) томъёогоор тодорхойлогдох бодит хувь- : 
сагчийн бодит функц Р$(х) - ийг санамсаргүй хэмжигдэхүүний 
тархалтын функц гэж нэрлэнэ. 

( 1 . 2 ) үзэгдлүүдийн магадлалыг ^ - ийн тархалтын функцээр илэр-| 
хийлье. < х 2 } = ^ < х 2 } тул аддитивийн 

аксиомоор 

р {( < 22 } = Р{€ < Хг} + Р{х\ <( <х 2 } 

болж эндээс 

Р{х 1 < ^ < Х 2 } = Р{(х 2 ) - РДх х). 

Мөн > х} = { —оо < ( < оо} — {^ < ж) = 0 — {^ < х} учраас 

Р{{ > х} = 1 - РДх). 

Эцэст нь тасралтгүй аксиомоор 

= *} = [*«(* + - *«(*)] = *<(* + 0 ) - №)- 

Цаапшд ямар санамсаргүй хэмжигдэхүүн болохыг онцлох шаардла- 
гагүй үед тархалтын функцийг 1 ? (х) - ээр тэмдэглэх болно. 

Жишээ 1 . Хоёр хүн мөнгө ээлжлэн хаяж тоглож байв. Хэрэв 
сүлд (С) буувал 1 төгрөг авна, тоо (Т) буувал эсрэг тоглогчдоо төл- 
нө. Тэгвэл 

П = {С,Т}, Р{С} = ~, Р{Т} = \. 

Санамсаргүй хэмжигдэхүүн оруулъя: 

Г 1 хэрэв (7, 

^ | — 1 хэрэв Т. 



5.Т ТОДОРХОЙЛОЛТ , ЖИШЭЭ 
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Энэ с.анамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалтын функц Р(х) гэе. Тэгв-| 
эл 

хэрэв х < — 1 бол < а:} нь хоосон олонлог тул Р(х ) = 0, 
хэрэв —1 < я < 1 бол < х} = {Т} тул Р(х) = |, 
хэрэв х > 1 бол {^ < х} = {( 7 , Т } болж Т(х) = 1. Ийнхүү 

{ 0 хэрэв х < — 1 , 

| хэрэв — 1 < х < 1 , 

1 хэрэв х > 1 . 

Жишээ 2. А цэг нь П = {(и, н) : 0 < и < 1,0 < V < 1} квадратад 
жигд тархсан цэг бол санамсаргүй үзэгдэлд геометр магадлалыг 
харгалзуулдаг. 2 " анги нь квадратчилагддаг дүрсүүдээр төрөгдсөн 
а - алгебр болно. Хэрэв В Е 3 бол түүний магадлал нь В - ийн 
талбайгаар тодорхойлогдоно: 


Р(В ) = 8в = В — иин талбай. 

А цэгээс координатын эх хүртэлх зайгаар тодорхойлогдох 

С - V) — у/ь? + ~г$ 

функц нь санамсаргүй хэмжигдэхүүн болно. Учир нь {сэ = (и, и) : 
и 2 Тг ; 2 < т} олонлог нь дугуй ба нэгж квадратын огтлол бөгөөд квад- 
ратчилагдах дүрс болох нь илт. Үүний талбайгаар тодорхойлогдох 
магадлал нь ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалтын функц бол- 
но. г/ = 7](и, ь) = и функц нь мөн л санамсаргүй хэмжигдэхүүн 
болно. Хэрэв г) - ийн тархалтын функцийг Р(х) гэвэл 0 < х < 1 үед 

Т{(и,г;) : 1) = и < х} = х 


болох тул 


Г(х) = 



Жишээ 3 . Дараахь турншлтыг явуулъя. Мөнгийг нэг удаа хаяах- 
ад сүлд буувал туршилтыг зогсооно. Тоо буувал [0,1] хэрчим дээр 
жигд тархсан цэг сонгоно. Энэ туршилтын хувьд эгэл үзэгдлийн 
огторгуй: 


& = {С] (Г,и), 0 < и < 1 } 
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Үзэгдлүүдийн а - алгебр : 


3 = сг({с}; {(Т, и) : а < и < Ь} 7 0 < а < Ь < 1 ), 
зарим магадлалууд нь : 


= Р{(Т,п):а<и<Ь}= Ь -^ 

Энэ магадлалуудаар бусад үзэгдлийн магадлалыг олж болно. Да- 
раахь буулгалт 

Ч _ / -1 хэрэв Ш = С, 

* ^ ^ ; | и хэрэв ш = (Т,ч), 

нь санамсаргүй хэмжигдэхүүн болох нь шууд харагдаж байна. х - 
ийн утгуудад {( < х} үзэгдэл нь 


{С < *} = { 


0 

{С} 

{( С} + {(Т,и) :0<и<х} 
{С} + {(Т,и) : 0 < и < 1 } = П 


хэрэв 

Т- 1 

1 

VI 

н 

хэрэв 

“1 < х < 0 

хэрэв 

0 < х < 1 , 

хэрэв 

х > 1 , 


илэрхийлэлээр тодорхойлогдох учраас ( - ийн тархалтын функц 


Р(х) 



хэрэв х < — 1 , 
хэрэв — 1 < х < 0 , 
хэрэв 0 < х < 1 , 
хэрэв х > 1 . 


Тархалтын функц Р(х) нь дурын бодит төгслөг тоо х бүхэнд то 
дорхойлогдоно. Аргументын х = — оо 6 а х = +оо утганд харгалза 
Р(-оо) = 0 , Р(+оо) = 1 гэж авна. Дараахь теорем нь тархалтын 
функцийн чанарыг бүрэн тодорхойлдог. 

Теорем 1.1. Дурьш тархалтын функц Р(х) нь дараахь чанарыг 
хангана. 

1 . х\ < х 2 бол Р(х г ) < Р(х 2 ) (монотон чанар). 

2. Пш ж _ > _ 00 Р(х) = 0, ЙЩс-уоо Р(х) — 1 . 

3. 11 т а .._ >я . 0 _оТ , (ж) = Р(х 0 ) ( зүүн талаасаа тасралтгүй). 
Батпалгаа: 1. {^ < х г } С {(, < х 2 } тул Р(х г ) < Р(х 2 ). 

2 . {^ < —тг} дараалал нь п -> оо үед монотон буурах бөгөөд 

оо 

ПК<-п} = 0. 

п—1 



5.1. ТОДОРХОЙЛОЛТ , ЖИШЭЭ 


69 


Тасралтгуй аксиом ёсоор 

Пш Р(—п) — Пт < —тг} — Р(0) = 0 — Р(—оо). 

Эндээс Р(х) монотон функц тул Нт^-оо Р(х) — Р(— оо) = 0 . Хоёр 
дахь хязгаар нь яг үүнтэй адил батлагдана. 

3 . {у п ? п = 1 , 2 ,...} өсдөг дараалал бөгөөд Цт^оо г/ п = хо байг. 
Тэгвэл 

к < Уп } с {е < Уп-и), 

оо 

1Ш < Уп} - {е < яо}- 

п=1 

Иймд тасралтгүйн аксиомыг аншглавал 

и 1пп р{е < Уп } = р{е < ^о} 

Эндээс Р(х) - ийп монотон чанарыг тооцвол гуравдугаар чанар бат- 
лагдаж байна. Теорем батлагдлаа. 

Теорем 1.1 - ийн 1 3 - р нөхцлийг хангагч дурын функц С(х) нь 

ямар нэгэн санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалтын функц болдог 
байна. Өөрөөр хэлбэл магадлалын огторгуй (П, Э, Р), түүний дээр 
тодорхойлогдсон С(х) тархалтын функцтэй санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүн ^ - г байгуулж болно. Үүний тулд 


$1 — {и : —оо < и < оо} = К 


гэж авъя. [ 111 , 1 * 2 ) хагас интервалуудаар төрөгдсөн а алгебрийг 3? - 
ээр тэмдэглэе. 3? - г тоон шулууны Борелийн а - алгебр , А € 3? - г 
тоон шулууны Борелийн олонлог гэнэ. Хагас интервал дээр магад- 
лалыг 

Р {[«1, ^2)} = С(и 2 ) ~ 0(41) ( 1 . 4 ) 

тэнцэтгэлээр тодорхойлъё. Энэ магадлалуудыг Ш а - алгебр дээр 
үргэлжлүүлэн тодорхойлж болдог ( [ 1 ] - д үз). Одоо { = ^(и) = 
и : К —V К буулгалт авбал 

п*) = р{е<*> = р{(-оо,*)> = 

= к™ ='&№) _ с ( _п )] = <?(*)■ 

Ер нь ямар нэг тодорхой санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг суд- 
лаж байгаа бол өгөдсөн магадлалын огторгуй (П, Р) - г тэрхүү 
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санамсаргүй хэмжигдэхүүний авах утгын олонлог болох тоон шу- 
луун й, К - иин дэд олонлогууд К дээр (1.4) томъёогоор ( тэнд О(х) 
нь авч үзэж буй санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалтын функц) Р 
магадлалыг тодорхойлж ямагт болно. Ийнхүү (Я, 3?, Р) магадлалын 
огторгуйг тодорхойлно. Р магадлалыг тэр санамсаргцй хэмжигд- 
эхщний тархалт. буюу тархалтьт хууль гэж нэрлэдэг. 

Санамж 1 . Заримдаа (1.3) томъёоны оронд Р(х) тархалтын 
функцийг 

Г(х) = Р{( < х} 

илэрхийллээр тодорхоилдог. Ийм тодорхойлолтын үед Р(х) нь ба 
руун талаасаа тасралт 1 ч үй байдаг 

11ш Р(х) = 

а: 

5.2. Дискрет, абсолют 
тасралтгүй тархалт 

Тархалтын хуулиудаас хоёр чухал ангийг ялган авч үздэг байна. 
Тодорхойлолт 1 . Хэрэв ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүнии хувьд 

оо 

Р(х п ) рп > 0 , ть 1 , 2 ,..., ^ р п — 1 

п =1 

байдаг төгслөг юмуу тоологдом х 2 ,..., х п ,... тоонууд оршин бай- 

вал ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалтыг дискрет тархалт 
гэж нэрлэнэ. 

Дискрет тархалт нь х п , п = 1,2,..., утгууд, харгалзах магадла- 
лууд р п , п = 1,2,..., - аар бүрэн тодрохойлогдоно. Ийм дискрет 
тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг дискрет санамсаргуй 
хэмжигдэхщн гэнэ. Зүйл 5.1 - д үзсэн ёсоор хэрэв х п , п = 1,2,..., 
бодит тоонууд мөн п п = 1 , 7 г п > 0 7 п = 1,2 ,..., чанар хан- 
гасан 7Т П - үүдээр тодорхойлогдох (х п ,тт П ),п = 1 , 2 ,..., хосуудын 
дараалал байхад 

= х п } = тг п ,п = 1,2,... 

тархалттай ^ дискрет санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг байгуулж бол-§ 
но. Үнэхээр 

П = {Х1,Х 2 , - . .} 




5.2. ДИСКРЕТ, АБСОЛЮТ ТАСРАЛТГҮЙ ТАРХАЛТ 7\ 


гэж аваад дуры.н дэд олонлог ЛсО бүрд түүний магадлалыг 

Р(А)= Е ^ 

шхпЬА 

томъёогоор тодорхойлж, ^ = ^(х п ) = х п санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүн оруулъя. этъэл 

Р({ = х п) = ТГп 

болох нь илэрхий. 

Тодорхойлолт 2. Хэрэв $ санамсаргүй хэмжигдэхүүний тар- 
халтын функц /(*) - ийн хувьд 

Р(х) = Р(( < х) = / р(и)Аи , х € К, 

Л—оо 

баидаг сөрөг бу^ р( и ) функц орпшн баивал Р(х) - ийг абсолют тО*- 
сралтгцй тархй> лтып фуипц гэх ба харгалзах ( - г абсолют тй~ 
сралтгуй санам^аргцй хэмжигдэхцун гэнэ. 

Цаашид р(х), х € К, функцийг төгслөг тооны цэгээс бусад цэгүүд! 
дээр тасралтгүй гэж үзнэ. р(х) - ийг магадлалын тархалтын нягтг^ 
буюу нлгтын фУ нк Ч гэж нэрлэнэ. Абсолют тасралтгүй тархалтьн 1 
хувьд б 

Р(а < { < Ь) = [ р(х)дх, 

Э а 

— сЛ — \т р(й<^ 

V ' "-*» V “ п) 

га+Т 

= 11ш / = 0 

п-юо ] а 

болох нь шууд батлагдана. Иймд абсолют тасралтгүй санамсаргүй 
хэмжигдэхүүн (, ~ ийн хувьд 

Р(а < { < Ь) = Р(а < | < Ъ) = 

= Р(а <{ <Ъ) = Р(а < { <Ъ). 

Хэрвээ X нь р(х) - ийн тасралтгүйн цэг бол Ах -+ 0 үед 

р(х < % < х + Ах) = р(х) • Ах + о(Дт).. 

Нягтын функц р( х ) нь дараахь чанартай: 

1 . р(х) > 0, -о° < х < оо. 
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2 - По р{х)<1х = 1. 

3. р(-) - ийн тасралтгүй цэг х дээр Р'(х) = р(т). 

Нягтын функц нь санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалтыг бүр- 
эн тодорхойлно. Сөрөг бус, тоон шулуунаар авсан интеграл нь нэг 
тэй тэнцүү байдаг дурын функц р(х) нь ямар нэгэн санамсаргүй 
хэмжигдэхүүний нягтын функц болдог байна. Үнэхээр хэрэв абсо- 
лют тасралтгүй магадлалын огторгуйн тодорхойлолтонд п ~ 1, 
7г(и1) = р(и 1 ) гэж авбал ^ = С(и±) — щ санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
ний тархалтын нягт нь р(х) - тэй яг тэнцэнэ. , 

Дискрет ба абсолют тасралтгүй тархалтын алинд ч хамаардаг- 
гүй тархалтууд орпшж байдаг. 

Байнга тохиолддог эарим тархалтын хуулийг доор жагсаая. 
Дискрет тархалтууд: 

1. Бөхсөн тархалт 

Р{( = а} — 1, а — тогтмол тоо. 

2. Гипергеометр тархалт (ЛГ,М, п нь М < Ы,п < N нөхцөлийг 

хангадаг натурал тоонууд) 

рт /^п-т 

Р(( = т)= М Гп М ~" , т = 0,1,... ,тт(М, п). 

3. Бипом тархалт ( п - натурал тоо 7 0 < р < 1) 

Щ = *) = с к п р к (1 - р) п - к , к = 0,1,..., п. 

4. Пуассоны тархалт (А > 0 - параметр ) 

р ({ = к) = ^е-\ к = 0,1,2,... 

5. Геометр тархалт (0 < р < 1) 

Р(^к) = (1-р) к ~ 1 р, к = 1,2,... ' 

Абсолют тасралтгүй тархалтууд (р(ж) - кягтын функц) ■ 

1. [а,Ь],а < Ь, хэрчим дээрхи жигд тархалт 
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2. (а,сг 2 ) - параметртэй нормал тархалт (сг > 0 ,а € К) 

р( х ) = 

\/27Г <7 

(0,1) - параметртэй нормал тархалтыг стандарт нормал тар- 
халт гэж нэрлэдэг. 


3. Илтгэгч тархалт (А > 0 - параметр ) 

, ч / Ае- А *, 
рЫ = | 0 , 


х>0, 
х < 0. 


Дээрхи тархалтууд нь янз бүрийн бодлогуудад зүй ёсоор гарч ир- 
дэг юм. Жшпээлбэл сугалсан бөмбөгний доторхи цагаан бөмбөгний 
тоотой тэнцүү байдаг санамсаргүй хэмжигдэхүүн нь гипергео- 
метр тархалттай, Бернуллийн схем дэхь. п туршилтын амжилтын 
тоотой тэнцдэг хэмжигдэхүүн нь Бином тархалттай, Бернуллийн 
туршилтуудын төгсгөлгүй дараалалд анх удаа амжилт гарах тур- 
шилтын дугаар болох хэмжигдэхүүн нь геометр тархалттай байдаг. 
Нормал ба Пуассоны тархалтууд нь тодорхой нөхцөлд Бином тархал 
тыг ойролцоо илэрхийлдэг тархалтууд болохыг хязгаарын теоремд 
тодорхойлж байсан билээ. 


5.3. Хамтын тархалт 

Магадлалын огторгуи (П, Р ) дээр тодорхойлогдсон 

6 = 6 - 6(ш),.. •, 6 = 6Н, Ь) € П 

санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд байв. Эдгээр нь ш Е П бүрд г - 
хэмжээт б.одит вектор харгалзуулж байна. 

Тодорхойлолт 1. Евклидийн огторгуй 1Г - ийн цэг х = ..., 

х г ) - ээс хамаарсан бодит функц 

Р^{х) “ Р^ ...^г * * • ? х г) = Р{^1 ^ ж 1? * • • ? €г ^ х г) 

- ийг <5д,..., 6- санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн буюу санамсар- 
гүй вектор С = (^ 1 ,.. •, <^г) - ийн хамтып тархалтын функц гэж нэр- 

лэнэ. Мөн Р${х) = Р ь ...и х и _ у х г) ~ ийг олон хэмжээст тархалтын 

функц гэж нэрлэдэг. 
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К г огторгуйн дурын параллелепипед В - ийн хувьд Р({ € В) 
магадлалыг Р$(х) функцын тусламжтайгаар олж болно. Иймд К г 
ийн Борелийн <т - алгебр дээр магадлалыг тодорхойлж болох нь. Тэр 
нь олон хэмжээст санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалт болно. 
Жишээлбэл г = 2 үед 

В = {(ж ъ х 2 ) : а\ < Х\ < а 2 , Ь г < х 2 < Ь 2 } 

ОЛОНЛОГИЙН хувьд Р(х 1 ,Х 2 ) = Г^^ 2 ( х 1 , х 2 ) гэсэн тэмдэглэлийг аши- 
главал 

Р{(6,6)€В} = 

= Г(в 2 , 6) - ^(«1, 6) - Г(а 2 , К) + Г(Я1, 61). 

Үүний баталгааг шууд хийж болно. Олон хэмжээст тархалтыг аши- 
глан санамсаргүй векторын координатууд болох санамсаргүй хэмжи-| 
гдэхүүний нэг хэмжээст тархалтын функцийг олж болно. Жишээ- 
лбэл 

*&€.(*>V) = Рь,ь( х ъ+°°) = Ри( х )> 

у-++оо 

= ^1,б(+°°,*) = *€■(*) 

болохыг теорем 5.1 - ийн баталгаатай яг адилхан замаар үзүүлээр- 
эй. 

Олон хэмжээст дискрет тархалтыг нэг хэмжээст тохиолдолтой 
яг адилхан тодорхойлно. Санамсаргүй вектор { = - ийн 

хувьд 

оо 

Р(С = х {к)) - Рк > 0 , Ү^Рк = 1 \ 

к=1 

байдаг нягтралын цэггүй {т(&) € К г , к = 1,2,...} олонлог олдож 
байвал % - г дискретп сапамсаргцй еектпор түүний тархалтыг олон 
хэмжээст дискрет тархалгп гэж нэрлэнэ. Дурын Борелийн олонлог 
ВС1Г ийн хувьд магадлал нь 

р(ив)= ү ри = х(щ 

к:х(к)€В 

Санамсаргүй вектор ^ = (6? ■ ■ • > 6 -) * ийн хувьд 


Р{(х) = Р (%1 < XI, • • • , 6 < х г ) = 

/ XI ГХ Т 

... р^(1 1 ,...,1 т )<и 1 ...а г 

-оо э—оо 
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байдаг сөрөг бус функц р^(1 х,..., 1 Г ) олдож байвал ^ - г абсолют та- 
сралт,гцй вектор гэх ба Р$(х) - ийг абсолют тасралтгцй хамтын 
тлрхалтын функц гэнэ. р^г, ..., 1 Т ) - ийг ^ векторын хамтын нягт 
буюу олон хэмжээст нягт гэдэг. Дурын Ворелын олошгог В д 
магадлал нь 

Р(и В) = /•••/ Р& 1,.-.,<г)Л г . (3.1) 

Хоёр хэмжээст абсолют тасралтгүй ба дискрет санамсаргүй век- 
торын нэг хэмжээст тархалтуудыг олъё. Эхлээд (бъ&) нбсолют та- 
сралтгүй санамсаргүй вектор байг. Тэгвэл (3.1) томъёонд г — 2, 

В = {(гх,г) : —оо < и < х,—оо < г < +оо} 

гэж абвал 

Р(х( х ) = / ([ Р */ Р{,(“И и 

Э—оо \Э—оо / /—оо 


болж 


/ оо 

р«1,6 (*»“)*> 

-оо 


функц нь ^ хэмжигдэхүүний нягт болно. Яг үүнтэй адил <^2 - ийн 
нягт нь 

РбМ = / Р€1,€а(«»*) й «- 

/ —оо 

Одоо (&, &) нь дискрет санамсаргүй вектор бөгөөд магадлалын тар- 
халт нь 


-^({1 ^2 — ^2^) ^ 0, 1 ? 2 ? ... 5 * Рг/ — 1. 

Ь7=1 

Тэгвэл 

оо оо 

Р (6 - ^ь) .= X) ^(6 = 6 = х 2з) = Ү^Ргз 

Л—1 7=1 

Иймд хэрвээ 

оо оо 

рь = Үрн, р*з = Үрц- 

7 = 1 г=1 

тэмдэглэл хийвэл нэг хэмжээст тархалтууд нь 


С(6 = *!,•) = Р.-., С(6 = *2,) = р.,'- 
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Харин нэг хэмжээст тархалтуудыг мэдснээр олон хэмжээст тархал- 
тыг тэр болгон олж болдоггүй байна. Үүнийг үзүүлсэн жишээг 
зөвхөн дискрет тархалтын хувьд гаргаД. 

Жишээ 1 . Эгэл үзэгдлийн огторгуй нь 

П = {(1,1),(-1,1),(1,-1),(-1,-1)} 

ба бүх эгэл үзэгдлүүд ижилхэн магадлалтай байг. Санамсаргүй 
вектор (6? ^ 2 ) - ийг оруулая: 

6 = &(*, з) = *, 6 = 6(*,.?) = ^ = -1 5 1- 

Өгөдсөн ёсоор хамтын тархалт нь 

Р(6 = Ь6 = Я = ^ ^' = -1.1. (3-2) 

& - ийн тархалт нь 

Р (6 = 0 = ^(6 = *,6 = - 1 ) + ^(6 - ьб = 1 ) = 



Үүнтэй адил 

Р(Ь=з) = \, 3~- 1 . 1 - 

Одоо эгэл үзэгдлийн магадлалуудыг 

^((1»1))= ^((-1,-1))= 

Р((-1,1))=р((1,-1))=0 

гэж авъя. Эндээс харвал (&,&) - ийн хамтын тархалт нь (3.2) хам- 
тын тархалтаас ялгаатай байна. Нэг хэмжээст тархалтуудыг бодвол 

Р(6 = -1) = Р(6 = -1,6 = -1) = \, 

Р(6 = 1) = Р(6 = 1,6 = 1) = | 

6а 

Р( 6 = -1) + Р(6 = 1) = 2* 

Нэг хэмжээст тархалтууд нь адилхан гарн байна. Ийнхүү нэг хэмж- 
ээст тархалтаар ерөнхийдөө хамтын тархалтыг олж болохгүй бөгөөд 
үүний тулд нэмэлт мэдээлэл хэрэгтэй болдог юм. 
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5.4. Үл хамаарах санамсаргүй 
хэмжиг д эх ү үнү ү д 

Тодорхойлолт 1. Хэрэв дурын бодит Х 1 ,я 2 ,...,аг п тоонуудын 
хувьд 

( 4Л ) 

биелэгдэж байвал 6> 6,... > санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийг 
цл хамаарах гэж нэрлэнэ. 

Энэ тодорхойлолттой эквивалент дараахь тодорхойлолт нь зарим 
үед хэрэглэхэд тохиромжтой байдаг. 

Тодрохойлолт 1. Борелийн В и ..., В п олонлогуудаар тодорхой- 
логдох {& 6 Вк}, к — 1,..., п үзэгдлүүдийн хувьд 

Р(6 € В и ..., е В п ) = Р(6 € Вг )... Р({ п е В п ) (4.2) 

биелэгдэж байвал 6> * * - э <6 ~ үүдийг хамаарах санамсаргцй хэмжи -1 
гдэхщнццд гэнэ. 

Хэрэв (4.2) - д Вк — (~оо,Хк) гэж авбал (4.1) гарч ирнэ. Тухайн 
п = 2 тохиолдолд (4.1) - ээс дурын В х = [а 1 ,а 2 ),-В 2 = Ь 2 ) хагас 

интервалуудын хувьд (4.2) биелэгдэнэ гэдгийг дараахь теоремээр 
үзүүлье. 

Теорем 4.1. Хэрэв дурын лд,а; 2 бүрд 

= ГьЫГьЫ 


биелэгдэж байвал дурын а х < а 2 ба Ь\ < Ъ 2 тоонуудын хувьд 
Р {6 6 [а ь а 2 ),6 6 [Ь 1 ,Ь 2 )} = 

= *Р{6 е [« 1 , а 2 )} • Р{6 е [6, ь 2 )}* (4.3) 

Баталгаа: Теоремын нөхцөл ёсоор 

^6б(й*А) — ^б( а *) ’ = 

Тархалтын функцийн чанарыг аншглавал 

Р {6 е [« 1 , а 2 ), 6 € [6, Ь 2 )} — 

= ^1б( а ьМ “ ^1б( а 1>М - ^1б( а 2)6) + ^6б( а 2,Ы = 

= (г 6 (а 2 ) - Г 6 (6 2 )) (Г & (6 2 ) - Гь( 60)■ 
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Эндээс батлах ёстой зүйл мөрдөж теорем батлагдав. 

Тэндэтгэл (4.3) - аас дурын В Ху В 2 - Борелийн олонлогууданр 
илэрхийлэгдсэн € Вк} у к — 1,2, үзэгдлийн хувьд (4.2) тэнцэтгэл 
үнэн болохыг батлан үзүүлж болно. Иймд (4.3) нь ( 2 хэмжи- 
гдэхүүнүүд үл хамаарах нөхцөл болж байна. (4.3) - ийг дискрет 
ба абсолют тасралтгүй тархалтуудын хувьд үл хамаарах нөхцөлийг 
тогтооход ашиглал. 

Теорем 4.2. Тоон шулуун дээр нягтралын цэггүй (жц, х Х2 ^ .. .) 
ба (я2ь х 22 , . ♦ •) олонлогуудаас харгалзан утгаа авдаг & дискрет 
санамсаргүй хэмжигдэхүүн байв: 

оо 

= 1 . 

Дурын 1,3 бурд 

Р {6 = *и, 6 = 6>) = -Р(6 = *м) • Р {6 = ) (4.4) 

пь ^ 1,^2 хэмжигдэхүүнүүд үл хамаарах зайлшгүй бөгөөд хүрэл- 
цээт нөхцөл болно. 

Баталгаа: Зайлшгүй. (4.3) нөхцөл биелэгдэж байг. Нягтралын цэг- 
гүй тул (хь,х 2<? ) цэг бүрд хц € (а;,а-), х 2 ^ € [Ь^,Ь]) баих үл ог- 

тлолцох хоосон биш интервалууд олдоно. Тэгвэл {(х!,х 2 ) : а % < Хх < 
, Ь., < х 2 < 6]}, г,^ = 1,2, ... тэгш өнцөгтүүдийн хувьд 

Р{<4 < 6 < а )Дз < 6 < & ;) = С(6 = *К,6 = Х 2 Д, 

Р(<4 <6 < «!) = Р(6 = хц), Р{Ъз < 6 < Ь)) = Р(6 = *ад) 

унрал.с (4.3) - аас батлах зүйл (4.4) шууд мөрдөнө. 

Хүрэлцээтэй. Нөхцөл (4.4) биелэгдэж байг. [а х , а 2 ), [Ь^, Ь 2 ) хагас 
интервалуудад {хц, Х 1 2 ,..{ж 2 ь я 22 , * ■ ■} тоонуудын зарим хэсэг нь 
орно Тэдгээрийг тэмдэглэе: 


Х х — {г : хц Е [а 1 ,а 2 )},ХГ 2 — {г : х 2 % 6 [Ьх,Ь 2 )}. 


(4.4) - ийг ашиглавал: 

Р {%1 С [а х ,а 2 ),6 € [ЬьЬ 2 )} = 

= 13 ^(6'=®1й6 = *2^) = 
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= Е Р(6 = *н)Р(6 = *2у) = 

*€.Х1,з€Х2 

= Е р(ь = *!.-) • Е ^(6 € *«) - 

- «Е-^1 

= ^(6 ^ [^1?«2)) * Р {& 5 [^1,62))- 

Ийнхүу үл хамаарах ерөнхий нөхцөл (4.3) биелэгдэж теорем батлаг- 
дав. 

Жишээ 1. Зүйл 5.3 -,ын жишээ 1 - д үзсэн санамсаргүй хэмжи- 
гдэхүүнүүдийг авч үзье. Хэрэв эгэл үзэгдлүүд ижилхэн магад- 
лалтай байх эхний тохиолдолд бол {д, & ” ийн хувьд дурын г, } бүрд 


Р(Ь = ^2=]) = Р{Ь = 1)Р{Ь=Я 


биелэгдэж ^ 1,^2 нь үл хамаарах хэмжигдэхүүнүүд болно. Харин 
эгэл үзэгдлүүд ялгаатай магадлалтай байх хоёрдугаар тохиолдолд 

^2 нь хамааргьлгай болно. Учир нь 

0 = Р(6 = 1,6 = -1) ф Р (6 = 1)Р(6 = -1) = 

Одоо абсолют тасралтгүй тархалттай тохиолдлыг авч үзье. 

Теорем 4.3. санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн хамтын 

тархалтын нягт нь р{х\^х 2 ) ба тус бүрийц тархалтын нягт нь хар~ 
галзан р^хт), р 2 (х 2 ) байг. ба ^ 2 нь үл хамаарах зайлшгүй бөгөөд 
хүрэлцээтэй нөхцөл нь р(^ 1 , Х 2 ),Р 1 (х!),Р 2 (аг) функцүүдын тасралт- 
гүйн бүх цэгүүд дээр 


р(х!,х 2 ) ~ Р 1 (х 1 )р 2 (х 2 ) 


(4.5) 


байх явдал юм. 

Баталгаа: Зайлшгүй. Нөхцөл (4.3) биелэгдэж байг. (4.3) - ын ба- 
руун, зүүн талыг дурын В - {(т ь .т 2 ) : а х < х х < а 2 ,Ъ г < х 2 < Ъ 2 } 
олонлогоор тархалтын нягтыг ашиглан бйчье: 


У У р(х%, Х 2 )<1Х1<1Х2 = ! р 2 (х 2 )< 1 х 2 


Эндээс 


/ 1 [р(*1, Х 2 ) - Р1(Х1)р 2 (х 2 )}(1х1<1х 2 = 0. (4.6) 


в 
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(ж 1 ? ж 2 ) нь р(х 1 ,^ 2 ), ^ 1 ( 24 ), ^ 2 (^ 2 ) - ИЙН тасралтгүй цэг байг. Энэ 
цэг дээр (4.5) биелэхгүй байлаа гэе. Тасралтгүйн цэг 4 тул энэ цэгийн 
хувьд (4.6) интегралын доорхи функцийн тэмдэг нь өөрялөгдөхгүй, 
тэгээс ялгаатай байдаг орчин олдоно. В тэгш өнцөгтийг энэ ортин 
дотор сонговол (4.6) - д харшлана. 

Хүрэлцээтэй. Пөхцөл (4.5) биелэгдэж байг. Эндээс (4.6) нь дурын 
В .- д үнэн. Ийнхүү (4.3) биелэгдэх нь батлагдаж байна. Теорем 
батлагдан. 

Хоёр санамеаргүй хэмжигдэхүүний хувьд баталсан дээрхи тео- 
ремууд нь дурын төгслөг щирхэг хэмжигдэхүүний хувьд үнэн бай- 
дгийг хялбархан өргөтгөж батлаж болно. хэмжигдэхүү- 

нүүд үл хамаарах эайлшгүй бөгөөд хүрэлцээтэй нөхцөлийг хомъёол-| 
бол: 

1. Абсолют тасралтгүй тархалт. Дурын х = ( 24 ,... ,т п ) € К п 

р(х и ... ,х п ) = Ц р к (х к ). (4.7) 

к—1 

2. Дискрет тархалт. Дурын х — (ж*,..., х п ) € К п 


Р (%1 — XI,... ,{ п = х п ) = Ц Р((ь = х к ). (4.8) 

к=1 

Жишээ 2. Хэрэв &,..., үл хамаарах санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнүүдийн дурын нэг ширхэг нь нэг хэмжээст нормал тархалт- 
тай бол ^ п ) - ийг олон хэмжээст нормал тархалттай гэж яри- 

на. к = 1,2,..., п, нь (а&, <т%) параметртэй нормал тархалттай 
бол (4.7) ёсоор олон хэмжээст нлгт нь 


Р(Х1,...,Ж П ) 


_ __1 _ ехр /_1 у ' ( ж * , 

(2тг)т<71...о п 1 2“ а \ /* 


Жишээ 3. М цагаан N — М хар бөмбөгтэй хайрцагаас нэг нэгээр 
дараалуулан буцаалтгүй түүврийн схемээр бөмбөг сугалав. к р 
бөмбөг цагаан байх үзэгдлийг А*> түүний индикатор санамсаргүй 
хэмжигдэхүүнийг (к = 1 Ак гэвэл хэмжигдэхүүнүүд нь 

хамааралтай. Учир нь п < к үед , 

V. , 

Г*п лДп п 

ПЬ =^= - = «. = 1) = #^ Ж = П = 1). 

Гм Я к =1 



81 


5.5. САНАМСАРГҮЙ ХЭМЖИГДЭХҮҮНИЙ ФУНКЦ 


5.5. Санамсаргүй хэмжигдэхүүнээс 
хамаарсан функц 

Магадлалын огторгуй (0, Э, Р ) дээр ^ = ^(а>) санамсаргүй хэмжи-| 
гдэхүүн тодорхойлогдсон байг. Мөн р : К -> Я бодит хувъсагтийн 
бодит функц өгөдсөн байг. Хэрэв <р(х),х € й функц нь Борелийн 
функц, өөрөөр хэлбэл дурын Борелийн олонлог А € 5? бүрд 

' {ж : ср(х) е А} € 3? 

бол 0 дээр тодорхойлогдох 

V = уКСН) = чИ 

хэмжигдзхүүн нь санамсаргүй хзмжигдэхүүнболно. Хэрэв (П, Р)| 

дискрет магадлалын огторгуй бол <р дээр ямарч зааглалт хийх шаа- 
рдлагагүй т) нь ямагт санамсаргүй хэмжигдэхүүн байх болно. Ду- 
рьш магадлалын огторгуйн тохиолдолд бол 

{г} < х} € 

байлгах <р функц шаардагдах юм. 

Теорем 5Л, Хэрвээ & нь үл хамаарах санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнүүд бол = ү? 1 (^х ),^2 — у>з(&) санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
нүүд нь мөн үл хамаарах байна. 

Баталгаа: Борелийн олонлбгууд Й 1 ,Й 2 - аар {771 Е Вх},{г 12 € В 2 } 
үзэгдлүүд авъя. Тэгвэл 

Р{т е в и гь е в 2 } - РЫЬ) € ЯьЫб) € в& = 

-Р{6е^г 1 (51),б€^ 1 №)}. 

(х, ^2 нь үл хамаарах тул 

Р{%1 € Ч>\ Г (Й1),6 € Р 2 1 (^)} = 

= Р{6 6 • Г{6 € 

Ийнхүү 


{6 е УГЧ«)} = Ы6) € В;} = Ь € В г },г = 1,2, 
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тэнцэтгэлуүдээс 

Р{ц 1 6 ^Ь 72 €: #2} = Р {71 ^1}^{72 ^ ^2} 

болж теорем батлагдав. 

Хэрэв ($7,$,Р) дээр (Сьб, ■ • *,Сп) санамсаргүй хэмжигдэхүү 
нүүд тодорхойлогдсон байгаад <р(хг ,..., ж п ) олон хувьсагнийн функц| 
нь Борелийн функц бол д = 9 ?(Сь ...,{„) нь сайамсаргүй хэмжигд- 
эхүүн болно. Дээрхи теорем 5.1 - ийг өргөтгөн хэрэв (&,-&, • • •, Сп), 
( 71 , 72 ,..., ? 7 т) векторүүд үл хамаарах бол 


0 = С2 = <Р2(т,---Пт) 

санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нь үл хамаарах байдгийг батлан 
үзүүл. 

Өгөгдсөн санамсаргүй хэмжигдэхүүн 6 а түүнээс хамаарсан функ~| 
цээр тодорхойлогдох шинэ хэмжигдэхүүн хоёр нъ нэгэн магадлалын 
огторгуй дээр тодорхойлогдох тул энэ шинэ санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүний тархалтын хууль нь бүрэн тодорхойлогдоно. Үүний тулд 
С - ийн тархалтын хуулийг мэдэж байхад бүрэн хангалттай юм. Үн- 
эхээр 

Гп(х) = РЫО < *} = С{е € (5.1) 

( 5 . 1 ) ийн баруун талыг Р((х) - ийн тусламжтайгаар онолын хувьд 
илэрхийлж болно. Үүнтэй яг адилхан Т) ~ у?(Сь • * ■, Сп) санамсаргүй 
хэмжигдэхүүний тархалтын функцийг олж болно. Дараахь тохиол- 
длыг авн үэье. 

Теорем 5.2. Олон хувьсагчийн вектор функц д(-) - ээр 

»? = 0?1,•••,»?«) = д(0> ^ = (&>•••>&») 

хэмжигдэхүүнүүд оруулъя. С нь р^(ж), х ~ (т ь ..., х п ) тасралтгүй 
нягттай абсолют тасралтгүй хэмжигдэхүүн байг. Хэрэв у = д(х) 
буулгалт нь харилцан нэг утгатаи тасралтгүй дифференциалчлагд- 
даг ба якобион нь 


Цх) 


Щи^вп) , п 

В(хХ„) ^ 


бол г) векторын тархалт нь абсолют тасралтгүй бөгөөд 


Рч(*) = р«(в *(*)) I Ая Ч*)) I 1 


(5.2) 
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нягттай байна. Энд д~ х (х) жы- ийн эх дүр. 

Баталгаа: ЯР огторгуйн хЗсэгчилсэн гөлгөр хүрээтэй Борелийн ду- 
рын олонлогийг В гэе. Тэгвэл 

Р( т? € В) = РЦ € д-\В)) = /•■•/ 

Сүүлчийн интегралд у — д(х) орлуулгаар пшнэ хувьсагчид шилжвэл 

Р(г, € в) = /... /иОгЧу)) I Д<Г‘Ы) Г 1 

" в ^ 

Ийнхүү д нь ( 5 . 2 ) нягттай абсолют тасралтгүй санамсаргүй вектор 
боллоо. Теорем батлагдав. 

Санамж 1 . Дээрхи теорем 5.2 - т р$(х) функцын тасралтгүй, 
д(х) функцийн дифференциалчлагдах тухай шаардлагууд нь илүү 
юм. Тэдгээрийг математик анализын курсээс мэддэг хувьсагчийг 
орлуулах теоремьи' ашиглах гэсэн үүднээс авсан болно. 

Олонтоо тохиолддог хоёр тодорхой хувиргалттай холбогдсон үр 
дүнг авч үзье. 

Теорем 5.3. Хзрвээ ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүн нь (а,сг 2 ) па 
раметртэй нормал тархалттай бол А ф 0 үед г\ = + В хэмжигд- 

эхүүн нь (Аа + А 2 сг 2 ) параметртэй нормал тархалттай байдаг. 
Баталгаа: Эхлээд А > 0 гэе. Тэгвэл 


ВД = Р(А( + В < х) = 

Эндээс дурын х - д р$(х) нь тасралтгүй тул 

р,(х) = ад=р< (^) ■ (^р) = (Ч 5 ) ■ 


Хэрэв А < 0 бол 


ад - те +в < *) = р (е > = 

лоо 


(5.3) 
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!>,И = ■ 


Энэ томъёог (5.3) - тай нэгтгээд нормал тархалтын нягтыг ашигла- 
вал 

1 (х — В\ 


Р^) = {+-) = 


\А\у/ъГа Р \ 2а> } с х Р \ 2а\ } 

болж <21 = Аа А В, сгх = \А\а тэмдэглэгээг хэрэглэснээр теорем 
батлагдав. 

Теорем 5.4. Хэрэв санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нь аб- 
солют тасралтгүй бөгөөд үл хамаарах бол + {2 нь мөн абсолют 
тасралтгүй бөгөөд түүний тархалтын нягт нь 


/ оо 

р й (и)рДх - и)<1и. 

-ОО 


Баталгаа: Эхлээд В х = {(и,у) : и + V < х} мужийг аваад дараахь 


магадлалыг олъе: 


*Ь+б(*) = Р(Ь +6 < х) = Р((6,6) € /?.)- 

^ 1 , 6 нь үл хамаарах тул хамтын нягт нь 


Иймд 


Рй&К*) = Рь( и )Рь(”)- 


Р{1+ь( Х ) = // р^(и)р$ 2 (и)<1и<1и 


/ оо / г—и+х \ 

^ 2 (»))*»• 


Энд V — 2 — ч оруулбал 


^« 1+6 (*) = / Р(.Л и )<* и [ Р(Л г - и )Л* = 

э—оо Э—ОО 

= [ ([ Р(Л и )Р(»(г—и)Ли)аг=[ р ь+ ф)4г 

Э—ОО \Д—оо / Э—оо 
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5.5. САНАМСАРГҮЙ ХЭМЖИГДЭХҮҮНИЙ ФУНКЦ 
болж 

РС!+&(*) = / Р€х («)Рь(* - «№«• 

— ОО 

Теорем батлагдав. 

Санамж 2. (5.4) томъёотой төсөөтэй доорхи томъёо хүтинтэй 
байдаг: 

/ оо 

Р (1 {х - и)Р ( Ди)(1и. 

-оо 

Жишээ 1. ^ 1,^2 санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нь үл хамаарах 
бөгөөд харгалзан жигд ба илтгэгч тархалттай байг: 



1 , хэрэв х €= [0,1], 
0 , хэрэв х ^ [0,1], 

е~ х , хэрэв ж > 0 ? 
0 , хэрэв ж < 0. 


Р&+&0®) нягтыг олъё. (5.4) томъёогоор 


/ оо 

РС 1 ( и )РС 2 ( ж -и)Ли = 

‘ОО 



Сүүлтийн интегралын доорхи функц (а: — и) нъ 0 < и < я үед 
эерэг ба бусад тохиолдолд тэгтэй тэнцэяэ. Иймд 0 < х < 1 үед 

Рб+С,(*) = Г е- (х ~ и) <1ч = 1-е* 

эо 

ба х > 1 үед 

Рб+б(*)= / е~ (х ~ ч) (1и - (е - 1)е“*. 
эо 


Эцэст нъ 


! 0 , хэрэв ж < 0, 

1 — е“*, хэрэв 0 < х < 1, 

(е — 1)е~ г , хэрэв х > 1. 


р ь+Ф) = 
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БҮЛЭГ5. САНАМСАРГҮЙ ХЭМЖИГДЭХҮҮН 


5.6. Санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг 
загварчлах 

Дискрет болон абсолют тасралтгүй хэмжигдэхүүнийг загварч- 
лах буюу өгөгдсөн тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүний ут 
гуудьгг ( псевдо санамсаргүй утгуудыг) компьютер дээр гаргаж 
ав!ах асуудлыг авч үзье. Ингэж загварчлахад суурь санамсаргүй 
хэмжигдэхүүн хэмээн нэрлэгдэх [ 0 , 1 ] хэрчим дээр жигд тархсан 
псевдо санамсаргүй хэмжигдэхүүний загварчилсан утгуудыг аши- 
глана. Суурь санамсаргүй хэмжигдэхүүний эагварчилсан утгуудыг 
о, « 1 , ог 2 , ..., а п , ■ - ■ тэмдэглэх болно. 

Энэ псевдо утгуудыг гаргаж авах нэгэн алгоритмыг хавсралт 1 - 
д үзэж болох ба мөн хавсралт 2 - ын санамсаргүй тооны хүснэгтээс 
авч болно. 

1. Дискрет тархалттай тохиолдол. 6 нь 

■Р(^ ~ %к) ” Рк > 0, & = 1,2, . . . , 7 ?,, ^ ] Рк — 1 

Аг=1 

тархалттай дискрет хэмжигдэхүүн байг. Загварчлах алгоритмын 
товч бичлэг нь: 

1 . М = о II) к — 0 ; 

2. М = М - р*; 

3. Хэрэв М < 0 бол ^ — х*; 

4. хэрэв М > 0 бол т := т + 1 ; гээд 2 — т очно. 

Санамсаргүй тоонуудын байрлалын эрэмбэ нь чухал биш тул 

Р\ > Р 2 > . - - > Рп гэж үзвэл тохиромжтой. Хэрвээ ^ нь тоологдом 
тооны утга авч байвал байдлаас болж хоёр янзаар загварчилж болох 
юм. Нэгдүгээрт 4 - р алхам дээр - г ямар нэгэн г(к ) функцийн 
тусламжтайгаар р^ = рк-г * г(к) регкурент томъёо хүчинтэй байдаг 
чанарыг ашиглан тооцоолно. Энэ томъёог ашиглан 4 - р алхам дээр 
магадлалыг бодоод 2 - т очно. Хоёрдугаарт рг,Р 2 ,... дарааллыг 

71 

к =0 

байхаар ямар нэгэн п дугаараар тасалбар болгоод төгслөг үеийн 
алгоритмыг хэрэглэнэ. 

Жишээ 1. (р у п) параметртэй Бином тархалт: 

Рк = ги = к} = С к У( 1 - р) п ~ к , к = 0,1,...,п. 



5.6. ЗАГВАРЧЛАХ 
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п нь йх үед 


т(к) = 


п — к 

к + 1 



А; = 0 , 1 ,.. 


п, 


функцийг ашиглан 

Р*:+1 = Рк ' Г(к ) 

рекурент томъёогоор магадлалуудыг тооцоолж болно. 
Жишээ 2. р - параметртэй геометр тархалт: 


Р{{ = к} = (1-р) к р,к = 1,2,... 


Рекурент томъёоны функц нь г(к) = 1 — р. 

Жишээ 3. А > 0 параметртэй Пуассоны тархалт: 


Р{ = к 


\к 

и в- А ,Дг«0,1,..., г(Ц = 


д 

к + 1 


Пуассоны тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг загварчлах 
нэгэн алгоритмыг хавсралт 1 - д үзнэ үү! 

2. Абсолюгп тасралтпгци тархалттай тохиолдол. Дараачийн 
жшпээнүүдийн эхний хоёр нь санамсаргү^ хэмжигдэхүүнийг за- 
гварнлах стандарт арга юм (хавсралт 1). Бусад нь санамсаргүй 
хэмжигдэхүүний хувиргалтаар тодорхойлогдоно. 

Жишээ 4 ' А > 0 - параметртэй илтгэгч тархалтын нягт нь 



х > 0 , 

х < 0 . 


Тэгвэл Р(х) = 1 — е Хх тул илтгэгч тархалттай санамсаргүй хэмжи- 
гдэхүүнийг загварчлах томъёо нь 

1па 


Жишээ 5. [ а 7 Ь ] хэрчимд жигд тархсан санамсаргүй хэмжигд- 

эхүүнийг загварнлах томъёо: 


€ = а + (Ь — а)а. 


Жишээ 6 . (а, А > 0) - параметртэй Лапласын тархалтын нягт нь 
р(х) = ^е -А|1-а| , а € К. 
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БҮЛЭГ5. САНАМСАРГҮИ ХЭМЖИГДЭХҮҮН 


Үүнийг загварчлах томъёо нь 


^ = 6 — 6 + а. 

Энд нь үл хамаарах А - параметртэй илтгэгч тархалттай са- 

намсаргүй хэмжигдэхүүнүүд. 

Жишээ 7. Логистик тархалт нь 

?Ы = ( г^г' хеН 

нягттай байдаг. Ийм тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг 
загварчлах томъёо: 

7] — 1па — 1п( 1 — а). 

Жишээ 8. (0,1) - параметртэй нормал тархалттай санамсаргүй 
хэмжигдэхүүний үл хамаарах хоёр хос утгыг дараахь томъёогоор 
загварчилна: 

6 = у]—21п(аү) ■ со8(27го:2), ^ 2 =— \/—21п(а1) • зт(27га 2 ) 


Хэрэв 


Г) ~ 0*6 + а 


хувиргалт хийвэл (о, ст 2 ) параметртэй нормал тархалттай санамсар- 
гүй хэмжигдэхүүний утга гарч ирнэ. 


5.7. Лабораторийн ажил 

1. Илтгэгч тархалт. X = 2 параметртэй илтгэгч тархалттай 
санамсаргүй хэмжигдэхүүн ^ - ийн 200 утгыг загварчла! (Жишээ 
4 - ийг шууд ашиглана). 

2. Нийтийн цйлчилгээний бодлого. Үйлчилгээний системд үй- 
лчлүүлэгч нар А = 1 параметртэй илтгэгч тархалтын хуульд за- 
хирагддаг хугацааны санамсаргүй завсартайгаар орж байв. Нэг 
үйлчлэгч А = 0,5 параметртэй илтгэгч тархалттай санамсаргүй 
хугацаанд нэг хүнд үйлчилнэ. [0,120] хугацааны завсарт хичнээн 
үйлчлүүлэгч системд ирсэн, нэг үйлчлэгч энэ хугацаанд хичнээн 
хүнд үйлчилснийг загварчла! Бүрэн үйлчилгээ явуулахын тулд си- 
стемд дундажаар хичнээн үйлчлэгч хэрэгтэй вэ? 



5.8. БОДЛОГО 
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5*8. Бодлого 

1 . ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүний нягт нь 

Р( х ) = Й (* > 1), р(х) = 0 (х < 1), 

бол 

а. с - тоог ол! 

б. г} = 1 п^ хэмжигдэхүүний нягтыг ол! 

в. Р{0,5 <т}< 0,75} =? 

[с = 3, Зе“ 3х , е ' 1,5 — е~ 2 - 25 ] 

2 . ^ нь [ 0 , 1 ] дээр жигд тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүн бол 

а, 771 = 2 ^ + 1 , 

б. г} 2 ~ —1п(1 — 

хэмжигдзхүүнүүдийн нягтыг ол! 

[0.5(х 6 [1,3]), е~ х (х > 0)] 

3. ^ нь А - параметртэй илтгэгн тархалттаи санамсаргүй хэмжигд- 

эхүүн бол а.г?! = лД, 6.772 = ^ 2 , в. 77 з = - 1 п г .774 = 1 - е~ А ^ 

санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн нягтыг тус тус ол! 

[2\хе~^ х \ Хе-^/2^, \ 2 е ~ х ( еХх - 1 '), 1] 


4. ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүн (0,1) - параметртэй нормал тар- 
халттай бол а). 771 = ^ 2 , 6 ). т} 2 = хэмжигдэхүүнүүдийн 
тархалтын функцииг ол! 





- 1п 2 т/2] 


5- 6 , Ь нь үл хамаарах, кэгэн ижил [ 0 , 1 ] дээр жигд тархалттай бол 
а). & + б). в). &/& хэмжигдэхүүнүүдийн нягтыг 

ол! 


[а )1 — \х — 1 | (0 < х < 2 ), 6)1 — \х\ (|ж| < 1 ), 
ө) 1/2 (0 < х < 1) у 1/2х 2 (х > 1 ), 0 (х < 0 )] 
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БҮЛЭГ5. САНАМСАРГҮЙ ХЭМЖИГДЭХҮҮН 


6 . Р цэг нь АВСО тэгш өнцөгт дээр жигд тархана. Хэрэв Р цэг- 

ээс АВ ба АТ) талууд дээр буулгасан перпендуклярын суурийг 
В\ В* гэвэл АВ'РВ’ тэгш өнцөгтийн талбайгаар тодорхойло- 
гдох ^ хэмжигдэхүүний нягтыг ол! 

[р*(а?) — — \пх (0 < X < 1 )] 

7. п суурь машин дээр зэрэг п деталь хийж эхлэв. Деталь хийх 

хугацаапууд үл хамаарах бөгөөд А - параметртэй илтгэгч тар- 
халттай бол 

а. анхны деталь хийж дуусах хугацаа, 

б. бүх деталийг хийж дуусах хугацааны 
тархалтыг ол! 

[пае~ пах (х > 0 ), па( 1 - е^) 4 - 1 е~ ах \ 

8 . Санал 1 саргүй цэг А = (&,&>&) 6 В 3 нь х 2 + у 2 + 2 2 = 1 сфер дээр 

жигд тархана. А цэгийн (#,у) хавтгай дээрхи проекц (^ 1 ,^ 2 ), 
х тэнхлэг дээрхи проекц ^ - ийн тархалтыг тус тус ол! 

\РБ&{ Х ,У) = 1/(2пл/1 - х 1 - У 2 ), Рь{х) = 1 / 2 ] 

9. Хоёр кабинтай утс.аар ярих газарт 3 хүн утсаар ярихаар иржээ. 

1 ба 2 - р хүн харгалзан N 1, N2 кабинуудад орж утсаар ярьж 
# эхлэв. 3 дахь хүн хүлээх хэрэгтэй болжээ. Хүмүүсийн утсаар 
ярих хугацаа т 1? Г 2 , т 3 нь үл хамаарах бөгөөд ижилхэн А - пара- 
метртэй илтгэгт тархалттай байг. 

а. 3 дахь хүн N1 кабинд орж утсаар ярих магадлал, 

б. 3 дахь хүний хүлээх хугацааны тархалтын нягт, 

в. 3 дахь хүн 1 - р хүнээс, эсвэл 2 - р хүнээс түрүүлж ярьж 
дуусах магадлалыг тус тус ол! 

[«) 1/2, 6)2е- 2А1 (* > 0), в)1/2] 

10 . Шоог дараалуулан хаяхдаа 5 - аас доош оноо анх удаа гарч иртэл 

үргэлжлүүлэв. Хамгийн сүүлд буусан оноог Ө , шоо хаясан 
тоог V гэж тэмдэглэе. (Ө,у) - ийн хамтын тархалтыг ол! Энэ 
хоёр санамсаргүй хэмжигдэхүүн хамааралтай юу? 

[Р(Ө = /, V = п) = (1/3) п_1 1/6 (I = 1,2,3,4; п = 1,2,...)] 



Бүлэг 6. 


Санамсаргүи 
хэмжигдэхүүний 
тоон характеристик 


6.1. Математик дундаж 

Тархалтын хууль нь санамсаргүй хэмжигдэхүүний тухай мэд- 
ээллийг магадлалын утгаар бүрэн өгдөг юм. Тархалтын хууль нь 
өөрийн ээлжинд тархалтын функцээр бүрэн илэрхийлэгддэг. Зарим 
тохиолдолд санамсаргүй хэмжигдэхүүний тухай мэдээллийг хялбар 
тоон характеристикүүдээр өгөх явдал бий. Жишээлбэл санамсар- 
гүй хэмжигдэхүүний математик дундаж гэдэг тоон характеристцк 
нь тус санамсаргүй хэмжигдэхүүний авах утгуудын дундаж байр- 
лалыг заана. 

Тодорхойлолт 1, Р) магадлалын огторгуйд тодорхойло- 

гдсон ^ = ^(и>) санамсаргүй хэмжигдэхүүний математик дундаж 
гэж 

еь = / е(«)Р(л,) 

п 

Лебегийн интегралаар тодорхойлогдох ( хэрэв энэ Лебегийн инте- 
грал оршин байвал) хэмжигдэхүүниш 1 хэлнэ. 

Ие&естжн татег^адыь он.оль\г вшиглахгүй. эоьхон дас- 
крет ба абсолют тасралтгүй магадлалын огторгуйд математик дун- 
дажын тодорхойлолтыг өгч түүнийг хэрэглэх болно. 

Тодорхойлолт 2 . П = {о;1,а?2,. -.} огторгуйд рь = Р{^к} ма_ 
гадлал тодорхойлогдсон дискрет магадлалын огторгуйд өг- өгдсөн 
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БҮЛЭГ 6. ТООН ХАРАКТЕРИСТИК 


% = {(шъ) санамсаргүй хэмжигдэхүүний Хувьд 

ОО 

Ү,((ик)рк ( 1 . 1 ) 

*=1 

цуваа абсолютаар нийдж байвал 



хэмжигдэхүүнийг ийн математик дуидаж гэнэ. 

(1.1) цуваа абсолютаар нийлэхгүй байвал ийн математик дун- 
дажыг орпшхгүй байна гэж үзнэ. 

Одоо П = {а; = (их,..., и п )} огторгуй дээрхи магадлал нь 

Р(А) = / ' •' /• • ч и п )^«1 ..Ли п 

' А " 

- аар тодорхойлогдох абсолют тасралтгүй магадлалын огторгуйг 
авч үзье. Энд А нь й 71 огторгуйн Боредийн олонлог: А € 3?, 
Борелййн а~ алгебр. 

Тодорхойлолт 3. Абсолют тасралтрүй магадлалын огторгуй 
(П, 9, Р) дээр тодорхойлогдсон ^ == €(и и ... 5 и п ) санамсаргүй хэмжи- 
гдэхүүний хувьд 

/•••/ ^(«Ь ..., и п )р(и ь ..., и п )<1щ ...<1и п (1.2) 

Н " 

Риманы интеграл абсолютаар нийлж байвал 

Щ = / • ■ • / е(«ь- • •, «п)р(«1 ,..., и п )йи 1 ...<1и п 

" п 

хэмжигдэхүүнийг ийн математик дуидаж гэж нэрлэнэ. 

Хэрвээ (1.2) интеграл абсолютаараа нийлэхгүй бол ^ санамсар- 
гүй хэмжигдэхүүний математик дундаж оршихгүй байна гэнэ. 

Жишээ 1. Мөнгө хаяж тоглоход нэгцүгээр тоглогчийн хожлын 
математик дундажыг ольё. Сүлд буувал (С) хожиж 1 төгрөг авна, 
тоо буувал (Т) хожигдож 1 төгрөг алдава. Энэ үед 
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ас) = 1 , т = - 1 . 

(1.1) томъёо ёсоор 

* аС)Р{С} + ЦТ)Р{Т} + (-1) = о. 

Жишээ 2. Дискрет магадлальш огторгуй 

П = {1,2,..,,*,...} ба Р{к} = үу 

байв. Энд 

& = &(*) = (-!)", 

6 = 6 (*) = (~ 1 ) к * 
хэмжигдэхүүнийг оруулъя. Тэгвэл 

V- (- 1 )* 

с!Ч* : + 1 ) 


цуваа абсолютаар нийлэх тул Е(\ оршин байна. (1.1) томъёо - гоор 


*ф<*.-§(- 1 >‘(1- 5 ± т )- 


Энд 


^ (~Ц к . уу (~ 1) к+1 

ыг к Ьх * + х 


оо 


= 1 + 2 ^ 

/Ь=1 


(—1) к 

к 


ОО 

-Ь(1 + х) = ]^(-1)* 

*=1 



задаргааг х =* 1 үед ашиглавал = 1 — 21п2 болно. 
Хоёрдугаар хэмжигдэхүүний хувьд 


ЕК - 1)‘-*1 


Ь=1 


1 

*(Яг + 1) 


цуваа нь салах тул Е( 2 орпшхгүй. 

Жишээ 3. Абс.олют тасралтгүй магадлалын огторгуй (П, Р)~ 

ийн хувьд (п ~ 1) 

Я = {и : 0 < и < 1}, р(и) = 1, 0 < и < 1, 
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байв. Энэ огторгуи дээр 

6 = 6(«) = « (0 < и < 1), 

[ 1 , 0 < и < 

6 = 6 («) = { 2 , | < « < 1 , 

13 , |<и< 1 , 

Л Л / \ / м 2 , 0 < и < 

санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд тодорхойлогджээ. (1-2) томъёоёсоор| 

- у &(и)р(и)<1и. 


Иймд 


-Б 6 = У = 1, 

о 

1/3 2/3 1 

Е &2 — / + / 2 Ли + / Ми = 2 , 


0 1/3 

1/2 


#6 = / ” 24 • 

0 1/2 

Энэ житнээний ^1 нь абсолют тасралтгүй, ^2 нь дискрет, нь холи~ 
мог хэлбэрийн санамсаргүй хэмжигдэхүүн байна. 

Хэрвээ абсолют тасралтгүй санамсаргүй хэмжигдэхүүний нягт, 
дискрет санамсаргүй хэмжигдэхүүний магадлалууд нь өгөгдсөн 6 ол| 
тэдгээрийн математик дундажыг дээрхи тодрохойлолтуудаар бшд 
харин дараахь хоёр теоремын тухайн тохиолдол болгож бодох нь 
нэн тохиромжтой байдаг. 

Теорем 1 . 1 . ^ = (&, • * • > Сп) нь дискрет санамсаргүй вектор: 

оо 

Р{{ = х(к)} = р к > 0, х(к) = (х к 1 ,...,х кп ) € Р п ^р к = 1. 

А=1 

Хэрвээ Е I д( х ( к )) I Рк цуваа нийлж байвал г/ = д(С = 5 ( 6 , - • •, 6 ) 

Аг=1 

санамсаргүй хэмжигдэхүүний математик дундаж нь: 

оо 

= д(хк 1 , ■ • •, х кп )р к . 


(1.3) 



6.1. МАТЕМАТИК ДУНДАЖ 


95 


Батпалгаа: (1.1) томъёог апшглавал г) = г){ш т ) = д(^ (о; т ),..., { п (ш т ))§ 
санамсаргүй хэмжигдэхүүний математик дундаж нь 

ОО 

Ег) = 5(6(^т),--.,^п(а; т ))Р(а; т ). (1-4) 

т=-1 

Хэрвээ 

■4* = {т : ((ш т ) = а:(й)} (1.5) 

олонлогуудыг оруулбал ,дурын / ф к— д А* ба А/ нь үл огтолцох 
бөгөөд 

оо 

II А а = {1,2,3,...,ш,...}. 

Ь=1 

Хэрвээ оршин байвал (1.4) цуваа нь а5солютаар ниилэх бөгөөд 
түүний гишүүдийн байрыг дурын байдлаар сольж болно. Иймд 
(1.4) нь 

оо 

Ь’1 = ЕЕ 9((М)РМ- 

к= 1 т^Аъ 

Эндээс (1-5) - ийг тооцвол 

оо 

Ег)=Ү^д(х(к)) 5Е Р(ы). 

Ийнхүү 

Е = *(*)}=рь 

тул Ер орншн байх тохиолдолд (1*3) батлагдав. Хэрвээ (1.3) цуваа 
абсолютаар нийлж байвал (1*3) - аас эхлэн дээрхи замаар Ет}— ийн 
хувьд (1.4) томъёог гарган авч болно. Ийнхүү теорем батлагдав. 

Теорем 1.2. ^ = (&,... ,’'Сп) нь р(х ) = р(хх,... ,а: п ) нягттай аб- 
солют тасралтгүй санамсаргүй вектор байг. Хэрвээ интеграл 


/-;7. 1 ф " 

В п 


* * ? х п ) { р (%1 ? ... у х п )(1х \... (1х п 


нийлж байвал р = </(^х, * • ■, (п )~ийн математик дундаж нь оргаих 
бөгөөд 


Ет)= I ”■/ 


) •^п)/^'*'!) • • • ) ®п)^1 • • ' <*х п 


( 1 . 6 ) 
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байна. 

Дээрхи хоёр теоремыг ашиглан тархалтын нягтаар, эсвэл дис- 
крет магадлалын тархалтаар санамсаргүй хэмжигдэхүүний мате- 
матик дундажыг п — 1, д(х) — х үед бодож болно. Хэрэв 

оо 

= **} = ! 

к=1 

бол (1.3) ёсоор 

оо 

Е( = ^х к Р{С^х к }. (1.7) 

к=1 

Хэрэвр(ж) нь ийн нягт бол (1.6) ёсоор 

оо 

= ^^р(х)<1х. г "' 1 * ( 1 . 8 ) 

—оо ** 

(1.7), (1.8) томъёонуудыг апшглан дараахь санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнүүдийн математик дундажийг олъё. 

1 . Нормал тархалт. (1.8) томъёонд (а,(7 2 )— параметртэй нор- 
мал тархалтын нягтын функцийг орлуулан тавьж бодвол 



—оо —оо 


Нэгэнт у-ехр{—Ц^} функц нь сондгой, ~^--ехр {—функц нь (0,1) 
параметртэй нормал тархалтын нягт болох тул дээрхи тэнцэтгэлийн 
баруун талын нэгдүгээр нэмэгдэхүүн нь тэг, хоёрдугаар нэмэгд- 
эхүүн нь а— тай тус тус тэнцүү. Ийнхүү (а, а 2 ) — параметртэй 
нормал тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүн ийн математик 
дундаж : Г( — а. 

2 . Илтгэгч тархалт. а— параметртэй илтгэгч тархалтын няг- 
тын функцийг ашиглан (1.8) томиъёогоор бодвол 
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3. Бином тархалт. Амжилт гарах р магадлалтай бином тар- 
халтын магадлалыг (1.7) томъёонд орлуулбал 

к=о 

нийлбэр гарах ба 

кс к п = пс к :{ 

тэнцэтг'элийг энд ашигдавал 

ес = п Р ү^с к :\ Р к -\\- Р г~ к = пр(р + (\- Р )г\ 

к= 1 

Ийнхүү 

ЕЦ = пр. 

4. Пуассоны тархалт. Л— дараметртэй Пуассоны тархалтын 
магадлалын тархалтыг (1.7) - д ашиглавал 

оо \к оо 

Ийнхүү 

= А. 

Одоо математик дундажын үндсэн чанарыг дараахь теоремээр 
томъёолоё. 

Теорем 1.3. 

1. Хэрэв С тогтмол тоо бол ЕС = С. 

2. Хэрэв С тогтмол тоо бол Е(С%) = СЕ^. 

3. Дурын ^ хэмжигдэхүүний хувьд 

|Ь^1 < Е\(\. 

4. Дурын хоёр санамсаргүй хэмжигдэхүүний хувьд 

д(&+б) = яб+яе 2. 

Хэрэв энэ тэнцэтгэлд оролцож байгаа математик дундажуудын аль 
нэг хоёр нь оршиж байвал гурав дахь нь оршиж байна. 

5. Хэрэв ^ 1,^2 нь Ү л хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүүн бол 


1 ■ 6 = ЕЬ ■ ЕЬ. 
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Эдгээр математик дундажуудын аль нэг хоёр нь оршиж байвал гу- 
рав дахь нь оршино. 

Батпалгаа: 1-4 дүгээр чанарууд нь интеграл ба цувааны харгалзах 
чанаруудаас шууд мөрдөнө. 5 - р нанарыг батлая. нъ р(и 7 ?;) 

хамтын нягттай абсолют тасралтгүй хэмжигдэхүүн байг. Хоёр 
хэмжигдэхүүн үл хамаарах тул 

р(и,у) =Р 1 (и)-р 2 (и) 

байна. р г -(-) нь &, г = 1,2, —ийн нягт. Одоо (1.6) томъёог п = 
2, д(хү,х 2 ) = XI * х 2 үед хэрэглэвэл 

/ оо гоо 

/ иир(и,у)<1и<1у = 

ОО оо 


оо оо 

= / / «Рз(|7)А> = 


Дискрет санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн хувьд яг адилхан гүй- 
цэтгэж болно. Теорем батлагдав. 

Теорем 1.3 - ийн 2 ба 4 чанар ёсоор математик дундажийн опе- 
ратор Е нь шугаман чанартай: 


вде 1 + ■ ■ ■ + с п еп) = + • • • + 

Энэ чанарыг ашиглан гипергеометр тархалттай хэмжигдэхүүний 
математик дундажийг олъё. 

5. Гипергеометр тархалт. М цагаан, N — { М хар бөмбөгтэй 
хайрцагаас, буцаалтгүй түүврийн с/^емээр п бөмбөгийг сугалахад 
түүвэр доорхи цагаан бөмбөгийн тоог ^ гэвэл энэ нь гйпергеометр 
тархалттай. Түүвэр дотор к —р бөмфөг цагаан байх үзэгдлийг Ак 
гэж тэмдэглэе. Аи —ийн индикатор санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг 


/д* > ^ — 1, . ♦ . , П, 


оруулбал 

^ = 6 4-+ {п- 

Ингээд Р((к = 1) = М/И, к = 1,..., п, байдгийг анхаарвал 

м м 
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Математик дундажийн чанарыг ашиглан дараахь үр дүнг батлая.| 
Теорем 1.4. Хэрэв А\, А 2 ,..., А п дурьш санамсаргүй үзэгд- 
лүүд бол 

р( й л п ) = 

тп =1 

= Е(-1 г +1 Е Р(А к1 А к2 ...А кт ). 

ш=1 1 <к 1 <к 2 <- : '<к т <п 

Баталгаа: Олонлогийн онолоос мэдэх 

п п 

и) а. ш — 1^| А т 

гп=1 т=1 

тэнцэтгэлээс 

р({]А т )=1-р(г}А т ). 

\т=1 / \т=1 / 

Ак үзэгдлийн индикаторыг щ = 1л к (к = 1 ,..., п) гэвэл 

п - Ш 1 -Пк) 

к= 1 

санамсаргүй хэмжигдэхүүн нь бүх щ — 0 үед 1 утгыг авах ба. бусад 
тохиолдолд 0 утга авна. Үзэгдэл 

{щ = Т}2 = * • • = Г} п = 0} = А\А 2 • ■ • Лп 


учраас 

Ег} = Р(г) = 1) = • - • А п ). 

Санамсаргүй хэмжигдэхүүн г }—г задлан 

V - 1 - Е(—!) т+1 Е ЧЪЧЪ •'• г )к т 

т =1 1<&1 <"'<кт<п 

хэлбэрт бичиж болох тул математик дундажийн чанараар 

Ег, = 1-Е(-1Г +1 Е Ег, к1 --.щ т . (1.9) 

т= 1 1<к-[ <-'-к т <п 

Дараахь тавилга шууд харагдана: 


' ’ ’ Лкт —Ак т 


1 хэрэв ш € А к1 ■ ■ ■ А кгп , 
0 хэрэв ш € Ая, • • • Акт- 
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Иймд 

Ег)к1 ■■■Г)к т = Р{Ак х ■ ■ ■ А кт ). 

Үүнийг ( 1 . 9 ) томъёонд орлуулаад г) хэмжигДэхүүний тодорхойлол- 
тыг санавал теоремын дүгнэлт батлагдаж байна. 


6.2. Дисперс 

Санамсаргүй хэмжигдэхүүний математик дундаж_ш»_ түүний 
авах утгуудын дундаж байрлалыг заадаг бол энэ дундаж байрлалаас 
санамсаргүй хэмжигдэхүүний авах уттууд дундажаар хир хазайх 
хазайлтыг дисперс хэмээх тоон характеристик тодрохойлдог. 

Тодорхойлолт 1. Хэрэв ^ санамсаргүи хэмжигдэхүүний хувьд 
Е(( — Е ^) 2 математик дундаж оршин байвал 

= ( 2 . 1 ) 

хэмжигдэхүүнийг ийн дисперс гэж нэрлэнэ. у/Щ хэмжигдэхүү~ 
нийг дундаж квадрат хазайлт гэж нэрлэдэг. 

Хэрвээ (2.1) - ийн баруун талд математик дундажийн нанарыг 
ашиглазал 

В(( - ЕО 2 = Е(е - %Е( + (Щ 2 ) = 

= Е?-2Е{-Е( + (Е() 2 

болж дисперс нь 

де = е? - (#о 2 - 

Хэрэв ^ нь абсолют тасралтгүй санамсаргүй хэмжигдэхүүн бол 
п = 1, <7(^1) = (х г — Е ^) 2 үед (1.6) томъёогоор дисперснь бичигдэнэ: 

оо 

^ = / (* - Е0 2 р<(фх. ( 2 . 2 ) 

—оо 

Хэрэв ( нь дискрет санамсаргүй хэмжигдэхүүн бол ( 1 . 7 ) ёсоор 

оо 

Щ = Ё(** - Е 0 2 Р({ = Хк). (2.3) 

/с=1 


оо 


Е 


т =**) = 1. 


Энэ томъёонд 



6.2. ДИСПЕРС 


101 


Дисперсийн чанарыг дараахь теорем тодорхойлно. 

Теорем 2.1. 

1. Дурын санамсаргүй хэмжигдэхүүн ^ бүрд > 0. 

2. Хэрэв с тогтмол хэмжигдэхүүн бол Вс = 0. 

3. Хэрэв с тогтмол хэмжигдэхүүн бол В{с/) — с 2 В{. 

4. Хэрэв ^ 1,^2 нь Ү л хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд бол 

5>(6+6) = 5>6 + 56. 

Баталгаа ; 1-3 чанарууд тодорхойлолт ба математик дундажийн 
чанараас шууд мөрдөыө. 4 нанарыг батлая. Тодорхойлолтоос 

Е {^1 + &) = Е [{%1 + € 2 ) — Е {%1 + ^ 2 )] 2 = 

5[(6 - еб) + (6 - 56)] 2 = 

= 5(6 - Я6) 2 + 5(6 - Е6) 2 + 

+2Е(6-Д6)(6-#6)- (2-4) 

(6 — Е 6 ), (6 — Е 6 ) хэмжигдэхүүнүүд үл хамаарах учраас 

Е (6 - Е6)(6 - ЕЬ) = Е (6 - #6) ■ 5(6 - 56) - 


= (56 - 56)(56 - 56) = 0. 

Үүнийг (2.4) - т анхаарвал 

В{{1 + 6) = Е((г - Е(Д 2 + ^(е 2 - ЕЬ) 2 = В( х + 

болж 4 нанар батлагдав. 

Тодорхой зарим санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн дисперсийг 
доор тооцоолъё. 

1. Нормал тархалт. (2.2) томъёог ашиглан бйчвэл 

= }— / (т — а) 2 е” ( 2 а 2 (\х. 

Л/27Т (7 э 

— оо 

Энд х = ау + а оруулга хийвэл 
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Сүүлчиин интегралыг хэсэгчлэн интегралчлах аргаар бодвол 

= <т 2 . 

2. Жигд тархалт. Мөн (2.2) томъёог ашиглаад бодвол 
а + Ь. 


Щ = I (х - ^~) 2 Р((х)<1х = 1(х- ^—-) 2 <1х. 


Эндээс 




( 6-«) 2 

12 


3. Пуассоны тархалт. Эхлээд Е{({ - 1) дундажийг бодъё. 
Үүний тулд (1.6) томъёог п = 1, д(х) = х(х — 1) үед хэрэглэвэл 

оо 

^-1) = ЕМ*-1 )тГ е " Л = 

К ' 

оо \ &~2 

= л 2 V —_- \ 2 

2 )! “ 

Гэтэл — 1) — Е( 2 — ба 2?^ — А учраас Г^ 2 = Л 2 + А. Үүнийг 
дисперсийн тавмганд ашиглавал 

ое - а. 


4. Бином тархалт. Бернуллийн п туршилтанд туршилт бүрд 
р магадлалтай явагддаг амжилтын тоо бол энэ нь бином тар- 
халттай байдаг. Хэрэв Л:—р туршидтанд амжилт гарах үзэгдлийн 
индикатор санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг ^ гэвэл 

Р(С к = 1)=р, Р({ к = 0) = 1-р. 

Энэ үл хамаарах индикатор 4 = 1,2,үүдийн тусламж- 
тайгаар - ийг бичвэл 

Мп = 6 + 6 +-Ь Сп- 


& - ийн дисперс 

0( к = ЕЦ-(ЕЬУ=р-р 2 =р(\-р). 
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Иймд 

Ерп = пр( 1 -р). 

5. Гипергеометр тархалт. Зүйл 6.1 - д гипергеометр тархалт- 
тай санамсаргүй хэмжигдэхүүний математик дундажийг бодохдоо 
цагаан бөмбөгиин тоо г индикаторуудын ниилбэрт тавьсан билээ. 
к - р сугалалтанд цагаан бөмбөг гарч ирэх үзэгдлийн индикаторыг 
гэвэл 

€ — 6. + & Н-+ 


Энд орж байгаа индикатор хэмжигдэхүүнүүд нь хоорондоо хамаа- 
ралтай тул өмнө узсэн бином тархалттай хэмжигдэхүүний диспе- 
рсийг бодохоос ялгаа гарч ирж байна. 0 дээр тул 

(]С&) = 5^й + ^&6 = 

ЧА:—1 / к~1 кф\ 


п 


=У> + Е&б = г+ 2 >&. 

А :=1 кф1 кф\ 


(2.5) 


Индикатор 6ь - ийн хувьд 


Е(к6 = = 6= Ц = 


М(М — 1) 
- 1 )' 


Иймд (2.5) томъёояоос 


р( 2 = Е( + Е Р66 = п-~ + п(п - 1) 

кф1 Л 


М(М - 1) 
Л+ - 1 ) ' 


Одоо дисперсийг 6°ДВОл 


= ЕД 2 - (РО 2 = + п(п - 


М(М — 1) М 2 _ 

; ЛГ(7У-1) ЛГ 2 . 


М / А/ \ N — 71 

= I 1 ~ 77; лг-Г 
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6.3. Ковариац 

Корреляцийн коэффициент 

Хоёр санамсаргүй хэмжигдэхүүн {х, өгөгдсөн байг. ^ 1 , - ийн 

ковариац гэж 


«и;(й, 6) = Я(6 - Е (,){6 - Е( 2 ) (3.1) 

хэмжигдэхүүнийг хэлнэ. Энд математик дундажийн чанарыг аши- 
главал 

сои(( 1у 6) - Я&6 - • ЕС 2 . (3.2) 

Мэдээж (3.2) - оос 

оо«(60 = ^ 

болох нь харагдаж байна. Ковариацийн хувьд дараахь тэнцэтгэлүүд| 
шууд батлагдана: 

со«( 6 , 6 ) = ооо( 6 , 6 ), 
оог(а 6 , 6 ) = в • оо«( 6 , 6 ) 

(энд а— тогтмол тоо). 

Дурын хоёр санамсаргүй хэмжигдэхүүний нийлбэрийн диспе- 
рсийн хувьд (3.1) тодорхойлолтыг ашиглавал 

Щх + 6) = % + Л6 + 2ст|(6,6)- 

Теорем 3.1. ^ 1 , * * * ? &г санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн 

хувьд ковариацууд 


оог>(6,6) = 0-.1 (*, 3 = 1 ,-••«) 
4 )рншн байвал дурын тогтмол с^, с 2 ,..., с п авахад 

п 

И(с1^1 + ' ' ’ + С п (^ п ) = ^ °1&Су 
Еагпалгаа: Хэрвээ 

= Сх^1 + + С п Сп 

бол 

‘Пп & — ^&)> 

*=1 X 


(3.3) 
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(Пп - Ег) п ) 2 = с г с 3 Ц г - Е&)(6 - Е^). 

*^=1 

Сүүлчийн тэнцэтгэлиин хоёр талаас матем^тик дундаж авбал тео- 
рем батлагдаж байпа. 

(3.3) - ийн баруун тал нь с ь ..., хувьсагчдын хувьд квадратлаг 
хэлбэр байна. (3.3) - ийн зүүн тал нь с ь ... ^ - ийн дурын утганд 
сөрөг биш байгаа тул энэхүү квадратлаг Хэлбэр нь сөрөг бус то- 
дорхой квадратлаг хэлбэр болох нь. 

Квадратлаг хэлбэр нь сөрөг бус тодорхой байх зайлшгүй бөгөөд 
хүрэлцээт нөхцөл нь түүний коэффициентүүдээс зохиосон матри- 
цийн бүх гол минорууд нь сөрөг бус байх явдал билээ. Иймд теорем 
3.1 - ээс дараахь нанар мөрдөж байна. 

Дурын т тоо, дурын санамсаргүй хэмжигдэхүүнүү- 

дийн ковариацийн матриц гэж нэрлэгдэх 

■ ■ • , ^т] = 1111 ~ И сог; (&, Сз)\\ч (г,з = 1,..., т) 
матрицийн тодорхойлогн нь 


Хэрэв т = 2 гэвэл 


Щх <*>у{ 6 , 6 ) 


— ОЬ - В ( 2 СОГ 2 (^х, <^ 2 ) > 0 


болж __ 

|сог>(6,6)1 < (3.4) 

Энэ тэнцэтгэл бшп нь хоёр санамсаргүй хэм Ж игдэхүүний ковариа- 
цийн Коши - Буняковскийн тэнцэтгэл биш болно. 

Дисперсийн 4 - р чанарыг батлах явцад 5сэрэв <5,6 нь үл хамаа- 
рах санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд бол 

соо(6,6) = 0 (3.5) 


болохыг харсан. Ийнхүү хэрэв соЦ^ ь 6г) ф 0 бол хоёр нь 

хоорондоо хамааралтай байх болно. Ер нь ^ ь ^ 2 хэмжигдэхүүнүү- 
дийн хамаарлын тоон характеристик болго ж корреллцийн коэффи- 
циент хэмээн нэрлэгдэх 


1 , 6 ) 


СОуЦ ьб) 


(3.6) 



106 


БҮЛЭГ6. ТООН ХАРАКТЕРИСТИК 


хэмжигдэхүунийг хэрэглэдэг. 

Теорем 3.2. Дурын 6,6 санамсаргүй хэмжиглхүүний корре- 
ляцийн коэффициент нь дараахь чанартай: 

1. 1Жь6)1<1. 

2. Хэрэв 6,6 нь үл хамаарах бол р(6>6) = 0- 

3. Хэрэв 6 = А %1 + В ( А , В — тогтмолууд) бол 

И6,6)1 = 1- 

Баталгаа: Чанар 1 нь (3.4), (3.6)—аас мөрдөнө. Чанар 2 нь (3.5), 
(3.6) - аас мөн гиууд мөрдөж байна. 3 чанарыг батлая. Хэрэв Е& - 
а, — <т 2 бол 

ЕЬ = Аа + В, 06 = А 2 <т 2 , 

*»(&&) = Е(Ь-а)(Ь-Е&) = 

= Я(6 - а)(А (6 - а)) = АП 6 - Л(т 2 . 

Эндээс 

„ ^ Аа 2 _ Л 
у/АЬёо 2 \А\ 

буюу 

И6,6)| = 1. 

Теорем батла.гдав. 

Корреляцийн коэффициент нь тэгтэй тэнцүү гэдгээс санамсар- 
гүй хэмжигдэхүүнүүд үл хамаарах нь ерөнхийдээ гардаггүй бай- 
на. Ийм байдаг нэг жишээ байгуулахад л хангалттай. 6,6 санам- 
саргүй хэмжигдэхүүнүүдийн хамтын тархалт нь дараахь томъёогоор| 
тодорхоилогдсон: 

Ц6 = о, 6 = 1) = р(6 = 0 , 6 = - 1 ) - 

= Р(6 = 1, 6 = 0 ) = Р(6 = -1,6 = 0 ) = ~ 

Эндээс 6—ийн тархалт 

Р(6 = -1) = Р(6 = 1) = 1, Р(6 = 0) = 1 

6 —ийн тархалт 

Р(6 = -1) = Р(6 = 1) = 1, Р(6 = 0) = 1 
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Дээрхи тархалтуудаас жишээлбэл 

Р( 6 = 0, 6 = 1) = \ф Р(Сг = 0) • Р( 6 = 1) = | 

болох тул нь хамааралтай санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд бай-| 
на. 

Ковариацийг (3.2) томъёогоор бодвол 

Со«(6,6) = '3 • = г ’>6 =Я- 

-Е^(6=0-Е^=1) = о. 

* з 

Ийнхүү ковариц нь тэг гэдгээс хамааралгүй гэж ерөнхийдөө гар- 
даггүй болох нь тогтоогдож байна. 

Санамсаргүи хэмжигдэхүүний дээр авн үзсэн тоон характери- 
стикүүдээс гадна дээд эрэмбийн моментүүд гэж нэрлэгдэх тоон 
характеристикүүдийг мөн ашигладаг байна. 

Санамсаргүй хэмжигдэхүүн ийн к эрэмбийн момент гэж Е^ к 
- г хэлнэ. Харнн Е(( — Е$) К хэмжигдэхүүнийг к эрэмбийн төвийн 
момент гэдэг. 

Санамсаргүй вектор (^, ^ 2 > • • *, % п ) өгөгдсөн байг. Тэгвэл 

Я(6 - ВД* 1 • • • (6 - •Еб)"" 

хэмжигдэхүүнийг харгалзан к = к г + * * * + к п эрэмбийн холимог 
момент у к эрэмбийн төьийн холимог момент гэж нэрлэдэг. Энэ 
дээд эрэмбийн моментүүдийг (1.3), (1.6) томъёонуудыг ашиглан 
ТООЦООЛЖ болно. Жишээлбэл <^1 ба ^2 —ИИН хамтын НЯГТ НЬ р(х 1 ,Х 2 ) 
бол ^ 

Е&& = [ ( х* 1 х%р(х Х,%2)<1х,<1х2. 

Э—оо Э—оо 

Дээр оруулсан моментуудыг харгалзах математик дундаж нь оршин 
байх үед л оршиж байна гэж үзнэ. Хэрэв Е^ т момент оршин байвал 
Е(, к , к = 1 ,2,.. ., т — 1, моментууд оршин байдаг. Энэ нь 

|^(и>)|* < ««)Г + 1> и> € П, к - - 1, 

тэнцэтгэл бишээс мөрдөнө. 
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6.4. Нөхцөлт математик дундаж 

Магадлалын огторгуй (Л, Э, Р) дээр хоёр хэмжээст санамсаргүй 
вектор (^, 7/) өгөгдсөн байна. т] хэмжигдэхүүний утга өгөгдсөн үед { 
хэмжигдэхүүний нөхцөлт тархалтын тухай оилголт оруулъя. Эхлээд| 
дискрет тохиолдол авн үзье. Санамсаргүй вектор (^, ?/)— ийн хувьд 

РЦ = Х^,Г) = Уэ) - Рц > 0, 53 Рч = Г 

«, 1=1 


Р(^ = Ж.) = = Рг. > 0, Р(т) = У]) = X) Рг 3 = р.> > 0 

1 г=1 

байжээ гэе. Үзэгдлүүдийн нөхцөлт магадлалын тодорхойлолтоор 

Р(€ = х *,Г1 = Уз) Р» 


Р(% = *«!'? = %) = 


^(»7 = Уз) 


Р*з 


(4.1) 


Хэрвээ уДэсвэл ])— г бэхлэгдсэн утга болговол (4.1) магадлал нь Г} = 
Уз нөхцөл дэх ^ хэмжигдэхүүний нөхцөлт тархалт болно. Тэгвэл 
7] ~ нөхцөл дэхь ийн нөхцөлтп матпематпик дуидаж гэж 


оо 

Щ\ч = Уз) = X) (4-2) 

хэмжигдэхүүнийг нэрлэнэ. Хэрвээ (4.1), (4.2) томъёонуудын зүүн 
талыг у^—ээс хамаарсан функцүүд гэж үзвэл нөхцөлт магадлал ба 
нөхцөлт математик дундажийг (0,3, Р ) магадлалын огторгуй дээр 
тодорхойлогдсон санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд гэж үзэж болно. 
Тэгвэл 7] нөхцөл дэхь ийн нөхцөлт магадлал ба нөхцөлт матема- 
тик дундаж нь харгалзан 


Р(С = аф) = РЦ = Х <\Ч = Уз) ХЭ Р ЭВ ш € {п = У ',} (з = 1,2,...), 
Я(^|»?) = #Ш»? = У?) и € {г? = уД 0' = 1,2,...). 

гэж тодорхойлогдох дискрет санамсаргүй хэмжигдэхүүн болно.^ 
Бүтэн математик дундажын томъёо хэмээх дараахь харьцаа үн- 
эн байдаг: 


е ( = ад^ь)]. 


( 4 . 3 ) 
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санамсаргүй хэмжигдэхүүнд (1.7) томъёог хэрэглэвэл (4.3) 
нъ 

Е( = ЕР(п = уАЕ №7 = Ы (4.4) 

хэдбэрт бичигдэнэ. (4.4) - ийг батдая. Тодорхойлолт (4.2) - ыг анш- 
главал 

оо 

72 = = У)) = 


3=1 


Р(С = Х г, V - Уз) 


= Ё = *.•> »7 = Ул) = 
* 1 > = 1 


оо / оо 


= Е Р (^ = **. V = |у) = Е*« р (€ = х *') = 

*=1 У =1 / *=1 

болж батлагдав. 

(4.3), (4.4) томъёонуудаас бүтэн магадлалын томъёо хэрхэн мөр- 
дөж гаргахыг харуулъя. Үзэгдэл А, В 3 , ] = 1,2,... (В^В 3 = 0, г ф 
3 , 1)Г=1 В з = ^)- ҮҮДИЙН хувьд 




■{1 


шеА, 


0 ш € А, 

V = У, хэрэв шеВ,, / = 1,2,... 


гэж авъя. Тэгвэл 


^ = Р(Л), Р(»7 = ю) - Р(В,-), ^|»? = »,-) = р (А|Б,). 

Энэ илэрхийлэлүүдийг (4.4) - д хэрэглэвэл В\, В^, - - бүтэн үзэгд- 
лийн тоологдом системийн хувъд бүтэн магадлалын том - ъёо гарна: 

оо 

Р(А) = ^2Р(В п )Р(А\В п ). 

п=-1 

Энд А = {(( е С}, в к = {г) — у к } ГЭЖ авбал дурын С С {хг,х 2 , ■ ■ .} 
бүрд 

оо 

Р(и С) = Е Е р (»? = У*)Р({ = = »*)• 

А:=1 х.бС' 
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Нөхцөлт математик дундажийн чанарууд: 

1 . Е[уз(т))\г}] = </>(7}). 

2 . Е[(р(г)) • = <р(т])Е((/г)). 

3. е(ь + ш = е(Ш + е(Ш- 

4. Хэрэв ^ ба г} үл хамаарах бол 

Энэ бүх тэндэтгэлүүд нь ш € П бүрийн хувьд үнэн бөгөөд то- 
дорхойлолтоос шууд мөрдөн гарна. 

Одоо абс.олют тасралтгүй вектор (^, д) - г авн үзье. Энэ үед 
дурын 2 / бүрд Р(г} — у) = 0 учраас үзэгдлийн хувь дахь нөхцөлт ма- 
гадлалын тодорхойлолтыг ашиглах боломжгүй. Харин ц = у нөхцөл 
дэхь ^ хэмжигдэхүүний тархалтын нөхцөлт нлгт гэж 


Р^(х\г) = у) = 


у) 

1-осР^( и <У)^ и 


(4.5) 


функцийг нэрлэнэ. Эндээс г} — у нөхцөл дэхь ийн нөхцөлт мате- 
матик дундаж нь 


/ оо 

хр^(х\г) = у)дх 

-оо 


(4.6) 


томъёогоор тодорхойлогдоно. (4.5) томъёоноос дурын а ба Ь тооны 
хувьд 


Р(й < { < Ъ) = !_^Рп(у) Р((х\г) = у)дх^ ду (4.7) 


болохыг хялбархан үзүүлж болно. Мөн (4.4) - тэй адилхан томъёог 
энэ тохиолдолд баталж болно: 


/ оо 

Р*(у)ЕЦ\ч = У)Лу- (4.8) 

-со 

Хэрвээ (4.5), (4.6) - уудыг 


р«(я|>?) = Р((х |»? = у) хэрэв ш € {п = у}, у 6 (— ОО, оо), 

Я(^|»?) = ЕЩг/ = у)хэрэв ш € {г) = у}, у € (-оо, оо) 

гэсэн санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд гэж үзвэл (4.7), (4.8) томъёонуу-| 
дыг харгалэан 


Р(а<{<Ь) = Е 
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Е( - Е[Е((\т,)} 

хэлбэрт бичиж болно. Абсолют тасралтгүй санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнүүдийн нөхцөлт математик дундажийн хувьд 1-4 чанарууд 
хадгалагдана. 

6.5. Олон хэмжээст 
нормал тархалт 

^ = (6 >--*>6 *У НЬ т - хэмжээст санамсаргүй вектор (багана). 
Вектор а = (а ь ..., а г ) 6а С = ||с,у|| тХг матрицаар хувиргалт хийхэд 
гарах 

г) = С{ + а ( 5 . 1 ) 

[ Г Н~^ 1 + а и * = 1,...,т 

\ /=1 

санамсаргүй вектор г/ — (т] 1 7 ..., т/ т )' байв. ^ векторын коварицийн 
матриц 

Теорем 5.1. Дурын тогтмол С матрицаар байгуулахщах (5.1) 
хэмжигдэхүүний хувьд 

В[п\ = СО[(\С'. 

Бапгалгаа: (5.1) - ээс бичвэл 

|*-Яч.- = Х>(й-Я6), 

1=1 

(% - Ет? г )(г? ; - Егц) = У) с>< с 1 *(& - #6)(6 - #6)- 

Сүүлчийн тэнцэтгэлийн хоёр талд математик дундаж авбал 

г 

соу(гц,тц) = С,.|0»(&,&)с'у (%• = сд). 

1 


ййнхүү теорем батлагдав. 
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Тодорхоилолт 1. &,&)••«) 6- үл хамаарах ижилхэн (0,1) - пара- 
метртэй нормал тархалттай хэмжигдэхүүнээс (5.1) шугаман хувир- 
галтаар гарах т) = {г )\ у ... ,г} т ) вектор санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
ний тархалтыг олоп хэмжээст нормал тархалт гэж нэрлэнэ. 

Хэрвээ т = г, тодорхойлогч |С| ^ 0 бол нормал тархалтыг үл 
бөхөх гэж нэрлэнэ. Бусад тохиолдолд г) хэмжигдэхүүн нь. т-ээс 
бага хэмжйлтэй огторгуйд төвлөрсөн байдгийг үзүүлж болно. 
Нормал ввктор г) = (^,..., У) т ) - ийн чанарууд: 

1. Хэрвээ Ог)± > 0 бол ц*—ийн нэг хэмжээст тархалт нь нормал байна. 

2. Дурын шугаман функц 

С — А\Ү)\ + А 2 Ц2 Н-+ А т Г) т 

нь > 0 үед нормал тархалттай байна. 

3. Дурын тогтмол матриц А~ ийн хувьд 

( = Аг) 

хувиргалтаар үүсэх С нь олоп хэмжээст нормал тархалттай байна. 

Дээрхи нанарууд пь тодорхойлолт, үл хамаарах нормал тархалт- 
тай хэмжигдэхүүнүүдийн нийлбэрийн тархалт нормал байдаг илт 
нанараас шууд мөрдөн гарна. 

Теорем 5.2. Үл бөхөх г - хэмжээст нормал тархалт нь гьбсолют 
тасралтгүй бөгөөд 

в = ЦЬуЦгхг, Ь г] = 

\В\ > 0 иь В матрицийн тодорхойлогн, 
х = (з? 1 ,..., а = (й 1 ,.. -, н г ), а^ = Ет)^^ 

В~ 1 = ||Ь^|| нь В матрицийн урвуу матриц, 

г 

Я(х)= ЬцХ^х^ - квадратлаг хэлбэр 

к,1=1 

тэмдэглэлүүдийг ашиглавал нягтын функц нь 

р ’ (х . (52) 

Баталгаа: Үл хамаарах, (0,1) - параметртэй ^ 1 ,...,^ г хэмжигд- 
эхүүнүүдийн хамтын нягт нь 

"I' 1 . 
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Өгөгдсөн ёсоор |С| ф 0 учраас хувиргалт у = д{х) : 

( 2/«' - #(ж 1 ,..., х г ) = Е /=1 с и х 1 + 

1 * = 1 «--- г 

нь харилцан нэгэн утгатай. Иймд г} хэмжигдэхүүний нягтыг олоход 
Бүлэг 5 - ийн ( 5 . 2 ) томъёог агниглаж болно. Уламжлалууд дд±/дх\ = 
с ,7 тул хувиргалтын Якобиан нь / = |(7| болох ба хэрэв с ^ 1 нь С 
матрицийн урвуу матрицийн элемент бол 

х * ~ ( У1 

1=1 

Бүлэг 5 - ийн (5.2) ёсоор 

р ч (г/ь • • •, г/г) = И -1 р«(9 -1 (г/)) = 

= (у'27ГУГ 1 е _ * <г(| '~ о) . (5.3) 

Энэ томъёонд 

<3(г/ - а ) = ]Г 4 = ± (± с и Ы - «/)) = 

А :=1 Л =1 м —1 / 

= Ү,(У*~ а*)(У< - «*) (Ү ЬХ' 1 ] • (5.4) 

\/г=1 / 

0[(\ = Е (/? — нэгж матриц) тул теорем 5.1 ёсоор 

В = СЭДС' = С(7 ; . 

Иймд 

М = в - 1 = (Сучсу 1 = II ± с- к у к1 ' II 

к =1 

буюу |Б| = |С| 2 . Хэрвээ (5.4) томъёонд байгаа с^/с ^ 1 тоог 
- ээр, (5.3) томъёонд |*/| —г ^\В\— ээр тус тус сольвол (5.2) томъёо 
гарч ирнэ. Теорем батлагдав. 

Теорем 5.2 - оос үзэхэд үл бөхөх олон хэмжээст нормал тархал- 
тын параметрүүд нь зөвхөн нэг ба хоёрдугаар эрэмбийн моментуу- 
даар тодорхойлогдож байна. Дээр үзсэн ёсоор ковариац нь тэгт- 
эй тэнцэх явдал нь санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд үл хамаарах 
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байхын зайлшгүй нөхцөл болж байсан. Хэрэв &ы = соу{щ,гц) = 
0 , & / /, бол (5.2) томъёо нь нэг хэмжээст нормал няггуудын үржв- 
эрт бичигдэнэ. Өөрөөр хэлбэл үл хамаарах нормал хэмжигдэхүү- 
нүүдийн хамтын нягт болно. Ийнхүү 


Ъы — 0 , к ф I 


нөхцөл нь (5.2) нягттай санамсаргүй векторын компонентүүд үл 
хамаарах зайлшгүй бөгөөд хүрэлцээтэй нөхцөл болж байяа. 
г = 2 үед Ь* к1 - ийг Ъ к 1 - үүдээр илэрхийлэн бичье: 


В = 


Р&1&2 


Р<? \<?2 


В - 1 = 


1 


1 !°\ 


~ЙГ° 1<Г2 
1 - р 2 \ -р/<г\(гг 1/^2 


\В\ = (1 - р 2 )<тУ 2 . 

Энэ томъёонуудад р нь гц ? ?; 2 - иин корреляцийн коэффициент. Ийн 


хүү 


болж 


Я{у1,ш) = 


1 


П,Уз_ 

0 "Г 0 


2 Р 


I - р 2 \<г1 <т\ а г а 2 


У1У2 


1 ,*а) = Т- 


2т:<тх<т 2 у/\ — р 2 

Энд чанар 1 ёсоор щ ба г} 2 - ийн тус бүрийн нэг хэмжээст тархалтууд 
нь нормал байх ёстой. Теорем 5.2 - оор 


Ещ = а ъ Ющ - (т*, Ет) 2 = а 2 , = а 2 , 


саа(?/1,72) = /?а1<7 2 . 

Ийнхүү 771 нь (ах,^) - параметртэй, г / 2 нь (а 2 , о-|) - параметртэй 
нормал тархалттай. Чанар 3 ёсоор 

С1 = с 11*?1 + с 121 ? 2 , ^2 = с 21??1 + С 22 Г } 2 

хэмжигдэхүүнүүдийн хамтын тархалт нь нормал байна. Матема- 
тик дундажийн чанарыг ашиглан (СъСг) векторын тархалтыц пара- 
метрүүдийг олъё: 

Е(х — СцОх + С 12«21 
Е( 2 = С 2 1а х + С22«2 ? 
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БС.2 = с\ х а\ + с\ 2 (т1 + 2с 21 С22/90-1(Т2, 

СОг»(С1,С 2 ) = С11С21СГ1 + С22С12<72 + (^11^22 + С21С 12 )р<Г1<7 2 . 

Хэрэв т/х, т /2 нь үл хамаарах бөгөөд оү = сгг, С матриц нь ортогонал 
өөрөөр хэлбэл 


р = 0, С^! + с\ 2 = С^! + С^ = 1, СцС 2 1 + С22С12 = 0 


бол соу(( у , ( 2 ) — 0 болж Сх, С 2 нь үл хамаарах санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнүүд болно. ' 

771 - ийн утга өгөгдсөн үед г\ 2 - ийн нөхцөлт нягтыг олъё. (4.5) 
томъео ёсоор 


Р»»(яЫ 


РчшЫ*) 

РтЫ) 


1 

\/2тг( 1 - р 2 )<т 2 



1 

ыТЯ 



Ийнхүү нөхцөлт тархалт нь мөн нормал тархалт байна». Үүний 
параметрүүд 


#(»72Ы = «2 + р —(»71 - Ы, оыт) = (1 - р 2 )с 2 - 

^1 


6.6. Лабораторийн ажил 

1. Даатпгалын бодлого . [0,1] завсарт жигд тархсан хэмжигд- 

эхүүний үл хамаарах хоёр утга од, а 2 - ийг агпиглан гарах 

С 1 = у/—2 Ыах 8111 27га2, С 2 = у/ —21пах соз2тга 2 

утгууд нь ( 0 , 1 ) - параметртэй нормал тархалттай үл хамаарах ут- 
га болдог ( Хавсралт 1). Одоо автомашины даатгалтай холбогдсон 
асуудлыг авн үзье. 

1 шата. Тухайн жилд автомашинаа даатгуулсан хүний тоо нь бүхэл 
утга авдаг санамсаргүй хэмжигдэхүүн байна. Энэ тоог а = 1000 
дундажтай а 2 = 400 дисперстэй нормал тархалттай хэмжигдэхүүн- 
ээр ойролцоо илэрхийлж болно гэж үзье. Хасах утга авахыг ганц ч 
хүн автомапшны даатгал хийлгээгүй гэж тооцно. Даатгуулагчдын 
тоог загварчлахдаа нэгжийг 1000 дахин багасгаж (1;0,4) - пара- 
метртэй нормал хэмжигдэхүүний утга С = \/ 0 , 4 (С 1 + 1 ) - ийг олно. 
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Даатгуулагчдын тоог п = [1000 • + 1 ээр тодорхойлно. 

2 шат , Даатгуулагч бүр жилийн дотор осолд орох магадлал ижил 
хэн д — 0, 05 гэж үэнэ. Бүх п даатгуулагчдын хэд нь осолд орсныг 
Бернуллийн схемээр п удаа турпшлт явуулж загварчилна. Гарсан 
ослын тоог /л п гэж тэмдэглэе. 

3 шат. Осолд орсон даатгуулагчийн хохирлын хэмжээнд харгал- 
зуулан г) хэмжээтэй даатгалын төлбөр хийнэ. г) хэмжигдэхүүн нь 
огтлогдсон илтгэгч тархалттай: 

! 0 х < 0, 

1 - 0 < х < I, 

1 х > Ь. 

Осолд орсон даатгуулагч бүрд олгох төлбөрийн хэмжээг олохын 
тулд г) хэмжигдэхуүний )1 п ширхэг утгыг загварчилна. Эдгээрийн 
нийлбэр 

Мп 

к =1 

нь тэр жил автомашины даатгалд төлсөн нийт төлбөрийн хэм- жээ. 
А = 2, Г — 5 үед 8 — хэмжигдэхүүнийг загварчилна. 

4 шат. Осолд орсон нөхцөлд төлбөрийн санамсаргүй хэмжигдэхүүв 
т )— ийн нөхцөлт дундаж, дисперсийг ол! ( Осолд орох үзэгдэл нь 
даатгуулагчдын тооноос үл хамаарна.) 

Хэрэв А - осолд орсон үзэгдэл бол 

Е( Ч /А)=? ^/Л)=? 

1-3 шатны загварчлах ажиллагааг N = 200 удаа давтан явуулж 
5ь 82 . -., 5эоо утгуудыг олж өсөх эрэмбээр баирлуул: 

5(1) < 5(2) < * * * < 5(200). 

и = [0,9 * 200] + 1 = 181 дугаарт харгалзах 5( 181 ) утга, 

1 200 

(пь - даатгуулагчдын тоо) утгын ялгавар Ө = 5(ш) — 5 - ыг од! 
Даатгалын системд энэ Ө утгыг 90 хувийн хамгаалах ачаалал гэаг 
нэрлэдэг. 
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2. Радио идэвхитп задралын хугацаа. Радио идэвхит задралын 
загварт Иа —ын тухашган авсан атомын задрах хугацаа т нь А— па- 
раметртэй илтгэгн тархалттай 


Р(т >г) = е" А *, Ь > 0. 

Яа— ын атомуудаас I хугацааны дараа задраагүй үлдсэн атомын 
тоо нь санамсаргүй и(1) байх бөгөөд анхны бодисын атомын нийт 
тооноос хамаарна. Еа— ын атомын анхны тоо п 0 байсан гэе. Атом 
тус бүр нь I хугацааны дараа задраагүй байх магадлал ижилхэн 
р = е~ Хг тул I хугацааны дараа задраагүй үлдэх атомын дундаж 
тоо нь 

А(0 = Е»(г) = п 0 е~ Хх 

болно (Бернуллийн п 0 туршилт). Задрах урвалыг илэрхийлэгн энэ 
илтгэгн тархалтын хууль нь А параметрээр биш харин анхны боди- 
сын яг хагас нь задарсан байх дундаж хугацаа Т 0 : 


п 0 е 


-А Тс 



- аар тодорхойлогддог байна. Энэ Т с хугацааг хагас задралын тогт- 
мол гэнэ. Хагас задралын тогтмол Т 0 = 21п2, п 0 ~ 200 үед бодисыя 
хагас нь задарсан байх хугацааг загварнла! 


6.7. Бодлого 

Ү) Бернуллийн схемд апхны амжилт гарах моментыг т гэе. Энэ т 
хэмжигдэхүүний математик дундажийг ол (амжилт гарах ма~ 
гадлал р )! 


ы 

Халаасанд байгаа Н түлхүүрээс нэг нь цоожинд таарна. Түл- 
хүүрийг нэг нэгээр нь таамгаар сугалж тааруулахдаа авсан 
түлхүүрийг буцааж хийхгүй. Таарах түлхүүрийг сугалсан 
дугаарыг ( гэе. —? 
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(з) Дээрхи 2 - р бодлогыг таарахгүй түлхүүрийг буцааж хийдэг 
схемийн тохиолдолд бод! 

= Ц = «{ = „] 

4. {00, 01,02,..., 98, 99} гэсэн дугааруудтай 100 ширхэг хөзөр байв.. 

г] 1 ,г )2 нъ сугалан авсан хөзрийн дугаарын цифрүүдийн харгал- 
зах нийлбэр 6 а үржвэр байв. Ещ, Ещ, Итух, Вщ - үүдийг ол! 

[9; 20,25; 16,5; 402; 1875] 

5. Хаягласан п дугтуйнд тг захиаг санамсаргүй хийж явуулав. Эз- 

эндээ таарсан захианы тоог ^ гээд Е(, - г ол! ( Заавар; г 

индикаторуудын нийлбэрт бич). 

[^ = ^ = 1 ] 

^б) Хэрэв ^ нь бүхэл сөрөг бус утга авдаг ба Е^ < ос бол 

оо 

Е{ = Ү,Р({>к) 

к -1 

болохыг батал! 

7. ^ньях,..., х т , г) нь ух ,..., у п утга авдаг санамсаргүй хэмжигд- 

эхүүцүүд ба С, V*, г = 1 ,... ,т - 1 , у' = 1 ,..., п - 1 , - ууд нь 
корреляц хамааралгүй 

ЕС^ - ЕС • Ег} 3 . 

Тэгвэл ^ ба 77 нь хамааралгүй болохыг батал! 

8 . г} үл хамаарах, сөрөг бус бүхэл утга авна. Хэрэв < оо бол 

Етт(%,г)) = ^2Р({> г)Р(г) > I) 

»>1 

болохыг үзүүл! 

9. 77 үл хамаарах, ижилхэн нормал тархалттай бол ( + т/, ^ — 77 үл 
хамаарах болохыг батал! 

10 . Хэрэв (^, ( 2 ) вектор нь = Е& ~ 0, = Б& = 1, сон(( ь ( 2 ) 

= р бүхий нормал тархалттай бол 

^(66 > 0) = 1 + — агсзш/э; Р(66 < 0) = —агсапд 

I 7Г 7Г 


болохыг батал! 



Бүлэг 7. 

Магадлалын онолын 
аналитик арга 


7.1. Үүсгэгч функц 

Сөрөг бус бүхэл тоон утга авдаг санамсаргүй хэмжигдэхүүнии 
тархалтыг судлахад үүсгэгч функцийн арга нь нэн тохиромжтой 
байдаг. ^ нь сөрөг бус бүхэл тоон утга авдаг хэмжигдэхүүн: 

оо 

Е^ = *) = 1- 

к=0 

Ийм хэмжигдэхүүнийг бцхэл тооп санамсаргцй хэмжигдэхщи гэнэ.| 
Энэ ^ хэмжигдэхүүний тархалтын щсгэгч функц гэж 

оо 

П(х) = Дх* = Е* к Р(( = *) ( 1 - 1 ) 

к=0 

томъёогоор илэрхийлэгдэх бодит эсвэл комплекс хувьсагч х (|ж| < 1) 

- ээс хамаарсан функцийг нэрлэнэ. 

Үүсгэч функцийн зарим гол чанаруудыг дараахь теоремд томъёо-| 
лье. 

Теорем 1.1 (1.1) томъёогоор тодорхойлогдох үүсгэгч функц нь 
доорхи чанаруудтай: 

1°. с р$(х ) нь [ - 1.1] хэрчмийн цэг бүр дээр тодорхойлогдоно. 

2°. ^(1) = 1. 

3°. Үүсгэгч функц <р((х) - үүдийн олонлог, {рк, к = 0,1,...} тар- 
халтуудын олонлогын хооронд (1.1) томъёогоор өгөгдөх харьцаа нь 
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харилцан нэгэн утгатай. 

Баталгаа: Нэгдүгээр чанар нъ |ат| < 1 муж дээр <Р{(х) - ийг то- 
дорхойлдог цувааны хувьд 

оо Ьо 

|Е«‘р(& = *)|<ЕР(б = к) = 1 

к =0 к=0 

биелж нийлдэг цуваагаар зааглагдаж байгаагаас мөрдөнө. 
Хоёрдугаар нанарын хувьд 

оо оо 

ү><(1) = Е 1кр И = к) = ^2Р(/; = к) = 1. 

к=0 к =0 

Гуравдугаар чанар нь функцийн Тейлорын цувааны задаргаа ганц 
байдаг гэдгээс гарна. Теорем батлагдав. 

Тейлорын цувааны коэффициентын томъёог ашиглан рь = Р(^ = 
к) магадлалыг харгалзах үүсгэгч функцээр илэрхийлбэл; 

Рк = =0,1,2,- 

Жихаээ 1 . Бином тархалт. Хэрэв ^ нь (п,р) - нараметртэй Би- 
ном тархалттай бол 

Рк = Р(С = к) = С П У(1 - р) п -\ к = 0,1 ,...,п. 

(1.1) томъёо ёсоор Бином тархалтын үүсгэгч функц нь 

оо 

п( х ) = Ё ^пА 1 - р) п ~ к х к = {рх + 1~ Р ) п . 

к =0 

Жишээ 2 . Пуассоны тархалт. А - параметртэй Пуассоны тар- 
халттай ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүний хувьд 

= = и е_Л ’* = °’ 2 ’ • • - 


Харгалзах үүсгэгч функц нь 


щ( х ) 



е А(*-1) 
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Жишээ 3. Геометр тархалш. р - дараме т Р тэ й Геометр тархал- 
тын хувьд 

Р((. = &) = (1 к = 1,2,.-. 

Харгалзах үүсгэгч функд нь 

00 хт> 

?«(*) = Е * С 1 - = дг+к 

7.2. Факториал момент 

Үүсгэгч функдийг ашиглан санамсаргүй хэмжигдэхүүний мо- 
ментуудыг хялбархан тооцоолж болно. Яланг 1 У яа 

е м =^-1)--(е-^+ 1 ) ( 2Л ) 

((М 1) хэмжигдэхүүний математик дундаж ' г бодоход бүр 

хялбар байдаг. 

Тодорхойлолт 1. (2.1) хэмжигдэхүүшш Математик дундажыг 
( санамсаргүй хэмжигдэхүүний к - дугаар фай то Р иал момент гэнэ. 

к - р факториал моментоор ердийн к эрэ м бийн момент Е^ - г 
тодорхойлж болно. Жшнээлбэл нэгдүгээр фа* сто Р иал: момент нь ер- 
дийн математик дундаж болох/Щ1 

Е( 2 = 


болох тул 

де = Е$ 2] + Е{- (ЕО 2 - 

Теорем 2.1. Хэрвэз ^ хэмжигдэхүүний к ' Р факториал момент 
нь төгслөг бол 1 цэг дээр үүсгэгч функдийн к р эрэмбийн зүүн 
уламжлал <р^(1) орших бөгөөд 

Е( [к] = $\1). ( 2 - 2 ) 

Бапьалгаа : |ж| < 1 мужын цэгүүд дээр үүсГ эгя функц <^(2) - г 

хэдэн ч удаа дифференциалчлаж болох тул дуР ын к ~ д 

* 

<Д к) (х) = У) п [к] х п - к Р(( = «)• 

П=0 


(2-3) 
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Теоремын нөхцөл ёсоор к - р факториал момент 

Е% [к] = ү^п [к] Р(С = п) 

п =0 

нь (2.3) цувааны х = 1 цэг дээрхи нийлбэр болж, тэр нийлбэр нь 
төгслөг байна. Иймд Абелийн теорем ёсоор функц нь х — 1 
цэгт тасралтгүй байх ба 

оо 

^ <+>(*) = X) пМр (^ = п) = 

п=0 

Теорем батлагдав. 

Энэ теоремын дүгнэлт (2.2) - ийг ашиглан - ийг үүсгэгч 

функцийн уламжлалуудаар илэрхийлбэл: 

Эдгээр томъёог апшглан тооцоолбол: 

1 ) Бином тархалт. Жишээ 1 - ийн томъёонд д == 1 — р гэж 
тэмдэглээд бодвол 

<р^(х) = пр(рх + д) п-1 , 4 > 1 (х) - п(п - 1 )р 2 (рх + д ) п ~ 2 


болж 

Е( = пр, = п(п — 1 )р 2 -+ пр — п 2 р 2 = прд. 

2) Пуассоны тархалт. Жишээ 2 - ийн томъёог ашиглавал 

*>$(*) = <р'1(х) = Х 2 е х[х - 1] 

болж 

Е { = \, БС = \ 2 + \-\ 2 = \. 

3) Гсометр тархалт. Жишээ 3 - д гарган авсан үүсгэгч функ- 
цээс уламжлал авбал (д = 1 — р) 


<+х) = 


р 


(1 - хд) 2 


> ^ё( х ) = 


2 рд 


(1 — хд) 3 


1 2д 1 1 у 

= = — Н- у ~~ 

р р 1 р р 2 р А 


болж 
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Одоо олон хэмжээс.т уүсгэгч функциин тухай товч авч үзье. Сө- 
рөг бус бүхэл тоон компонентуудтай ( — (&>*•* >6-) санамсаргүй 
векторын тархалт 

Р0 = Р({ = 0), = 

Олон хэмжээст үүсгэгч функц нь 

9 е (хх,...,х г ) = Ех{ 1 х1 2 ...х с г г =Ү^Р 0 Х^Х^ ...х? г . 

0 

Энэ функц нь нэг хэмжээст үүсгэгч функцийн чанартай адил ча- 
наруудыг хангана. Тухайлбал ... ,# г ) - ийн уламжлалуудын 

тусламжтайгаар холимог факториал моментуудыг олбол 

рАкх)А.к 2 ] Ак т ] + Г{ Р(( Х 1) • ) ж г) I 

' V Л К Л 1 | . * 

ОХ^ . . . дх* г 1*1=*2 =...=*г =1 
Полином тархалтп. Полином тархалт нь 

= = ^Т' П дТ ^ 1 • • • (X) А = п > 53 р. = 1) • 

Үүсгэгч функцийг бодвол 

<^(®1,...,Ж Г ) = 0>1*1 + . .. + р г х г ) п . 

7.3. Үржүүлэх чанар 

Үл хамаарах бүхэл тоон утгатай санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
нүүдийн нийлбэрийн судалгаанд үүсгэгч функцийг хэрэглэхэд үр- 
жүүлэх чанар чухал үүрэг гүйцэтгэнэ. 

Теорем 3.1. Хэрэв ■ •., ( п нь үл хамаарах бүхэл тоон утга- 
тай санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд бөгөөд үүсгэгч функц нь хар- 

галзан (р^ к (х) 7 к = 1,2,... , га, бол 

ь 

!+...+««(*) = <РЬ (*):•• +«„(а:)- (3-1) 

Башалгаа: Үүсгэгч функцийн тодорхойлолт (1.1) - ийг шууд аши- 
глан бичвэл 


<Рь+-+ы( х ) = Ех ь+ - +и = Е{х^ ... х и ). 
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Үл хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдээс хамаарсан функц 
болох а^ 1 , х^ 2 ,... х* п нь мөн үл хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
нүүд болох тул 

Ех и ... Ех и = Е(х*>... х (п ). 

Эндээс Ех (к = р^ к ( х ) тул (3.1) мөрдөж байна. Теорем батлагдав. 

, Хэрэв { ба г} нь үл хамаарах ба харгалзан 

Рк = Р({ = к), я к = Р(р = к) 

тархалтуудтай бол тэдгээрийн нийлбэрийн тархалт нь бүтэн магад- 
лалын томъёогоор 

Г П = Р({ + г, = п) = Ү2 Р ^ = к ) р (ч = п - *) = ЕРкЯп-к. ( 3 . 2 ) 

к=0 к =0 

Энд г п тархалтыг тпархалтпуудын композиц гэж нэрлэнэ. 

Теорем 3.1 нь заримдаа. (3.2) томъёог хэрэглэлгүйгээр тархалтуу 
дын композицийг үүсгэгн функцийг адшглан олох бололцоог өгдөг. 
Жишээлбэл ижилхэн р параметртэй, туршилтын тоо нь щ, п 2 байдаг 
хоёр Бином тархалтын хувьд 

(рх + д) П1 (рх + д) Па — (рх + дГ 1+П2 

илэрхийлэлээс энэ хоёр Бином тархалтын композиц нь мөн тийм р 
параметртэй + п 2 турншлттаи Бином тархалт байна гэж гарлаа. 
Яг үүнтэй адил А ь Л 2 параметртэй хоёр Пуассоны тархалтын хувьд 

е Л1(д;-1) е Л2(а;-1) = е (Л!+Л 2 )(а;-1) 


болж энэ хоёр тархалтын композиц нь мөн Л х + Л 2 параметртэй Пуас- 
соны тархалт гэж мөрдөж байна. 

Т}^к = 1,..., т, хэмжигдэхүүнүүд нь үл хамаарах нэгэн ижил 
р параметртэй геометр тархалттай байг. Тэгвэл 

' (т - Т 1 + ■ ■ • + 


нь Бернуллийн схемд т дахь амжилт гарч ирэх турпшлтын дугаа- 
рыг заасан санамсаргүй хэмжигдэхүүн бодно (г* нь анхны амжилт 
гарах туршилтын дугаар, г 2 нь анхны амжилтаас хойш хоёр дахь 
амжилт гарах туршилтын тоо гэх мэт). Үржүүэх чанараар 


<Ры( х ) 


р т х 


т 


(1 — хд) т ' 


(3.3) 
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Үл хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдээс хамаарсан фуикц 
болох .. х^ п нь мөн үл хамаарах саыамсаргүй хэмжигдэхүү- 

нүүд болох тул 

Ех^ ... Ех и = Е{хЬ ... х^). 

Эндээс Ех (к = (у) тул (3.1) мөрдөж байна. Теорем батлагдав. 

. Хэрэв ^ ба 7] нь үл хамаарах ба харгалзан 

Рк = Р{{ = к), Як = Р{г) = к) 

тархалтуудтай бол тэдгээрийн нийлбэрийн тархалт нь бүтэн магад- 
лалын томъёогоор 

Гп = Р{( + 1] = п) = ± Р({ = к)Р(т) = п - к) = ±р к д п -к. (3.2) 

к =0 к=0 

Энд г п тархалтыг {р п }, {<7п} тпархалгпуудын композиц гэж нэрлэнэ. 
Теорем 3.1 нь заримдаа. (3.2) томъёог хэрэглэлгүйгээр тархалтуу 
дын композицийг үүсгэгч функцийг ашиглан олох бололцоог өгдөг. 
Жишээлбэл ижилхэн р параметртэй, туршилтын тоо нь п 2 байдаг 
хоёр Бином тархалтын хувьд 

(рх + д) П1 (рх + <?) П2 = (рх + д ) Л1+П2 

илэрхийлэлээс энэ хоёр Бином тархалтын композиц нь мөн тийм р 
параметртэй + п 2 турншлттай Бином тархалт байна гэж гарлаа. 
Ят үүнтэй адил А ь Л 2 параметртэй хоёр Пуассоны тархалтын хувьд 

^ЛЦаг—1)^А2(я—1) __ ^(А^+АгДаг— 1) 


болж энэ хоёр тархалтын композиц нь мөн А^ +Л 2 параметртэй Пуас- 
соны тархалт гэж мөрдөж байна. 

т*, к — 1,..., га, хэмжигдэхүүнүүд нь үл хамаарах нэгэн ижил 
р - параметртэй геометр тархалттай байг. Тэгюл 

^тп = + . . . + Т т 


нь Бернуллийн схемд т дахь амжилт гарн ирэх туршилтын дугаа- 
рыг заасан санамсаргүй хэмжигдэхүүн болно (т\ нь анхны амжилт 
гарах туршилтын дугаар, т 2 нь анхны амжилтаас хойш хоёр дахь 
амжилт гарах туршилтын тоо гэх мэт). Үржүүэх нанараар 


+и{х) 


р т х 


тп 


(1 — хд) т ’ 


(3.3) 
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(3.3) - ийг цуваанд эадалбал 

Ах) = р т х т ^С к _ п {-1) к х к Ч к 




к =0 


А:=0 


— 1) • • • (—т 
_ 


- Р т х т Е — ; — (~\) к х к д к = 


- р т * т Е 

А:=0 


(т + к — 1)(ш + к — 2)... т 
_ 


к п к __ п т т рк к к 

X 0 —Р Х 2^, Ь т+к 1 Х Ч 

к -0 


болж эндээс к = т, т + 1,... үед 

р^и = к) = с'г_- а 1 р”/ т - 


Үл хамаарах, нэгэн ижил тархалттай, ф(х) үүсгэгч функцтэй 
сөрөг бус бүхэл тоон утгатай ••• хзмжигдэхүүнүүдийн да- 

раалал, мөн эдгээрээс үл хамаарах <р и (х) үүсгэгн функцтэй бүхэл 
тоон санамсаргүй хэмжигдэхүүн V байв. Санамсаргүй тооны ний- 
лбэр гэж V > 1 үед 


^ - 6 1 + 6? ро — 0 


хэмжигдэхүүнийг хэлыэ. 

Теорем 3.2. хэмжигдэхүүний үүсгэгч функц <Рц и (х) нь доор- 
хи тавилагатай 

94, (*) = <Р*(у>(®))- 
Баталгаа : Бүтэн магадлалын томъёогоор 

Р(ц^ = т) = У) Р(г/ = к,г} и = т). 

к =о 

Үзэгдлүүд {*/ = Л,77* = т}, Аг == 0,1,..,, мөн үзэгдлүүд {и = 
&}, = т ) хоорондоо үл хамаарах тул 

Р(|/ = 6, г/„ = т) = Р(и = к, Щ = т) = 

= Р(г/ = ^ + ... + & = т) = Р(х/ = *?)Р-(6 + * - - + (к = т). 

йймд 

Р(^ = т) = ^ Р(./ = *)Р{е1 + ... + ,& - т). 

*=о * ^ 
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Энэ тэнцэтгэлийн хоёр талыг х т - ээр үржүүлээд то - ээр нийлбэр- 
чилбэл 

оо оо 

>,.(*) = Е = *)(Е * т Р(Ь + • •. + Ь = т)). 

к= 0 т=0 

Дугуй хгьалтанд буй цуваа нь ^ +... + & нийлбэрийн үүсгэгн функц 
бөГөөд = 1 нэмэгдэхүүнүүд нь үл хамаарах ба нэгэн 

ижил тархалттай тул 

оо 

Ё Х П Р(& + ... + 0? = т) = <рь+... Нк (х) = (<р(х)) к . 

т— 0 


Ийнхүү 

ҮпЛ х ) = Ү,Р(^ = к)Ы х )) к = г>Аү( х ))- 

к=0 


Теорем батлагдав. 


7.4. Үүсгэгч функцийн 
тасралтгүйн теорем 

Хязгаарын теоремүүдийг батлахад тархалтуудын олонлог, үү~ 
сгэгч функцүүдийн олонлог хоёрын хоорондын тасралтгүй харьцаа 
гол үүрэгтэй. 

Теорем 4.1* Дурын п — 1,2,... бүрд {р к (п) : к = 1,2,...} да~ 
раалал нь магадлалын тархалт, өөрөөр хэлбэл 

оо 

Рк(п) > 0, Үрк(п) = 1 

к =1 

бөгөөд дурын к бүрд 


Ита Рк(п) = р к , 

п—юо 


(4.1) 

оо 



ҮРк = 1 


(4-2) 


Аг=0 


нийлэлт биелэгдэх зайлашгүй бөгөөд хүрэлцээтэй нөхцөл нь х Е 
[0,1] бүрд 
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= Т( х ) = ҮРкХ к , ^(1) = 1 (4.3) 

к -0 

*>(1) = 1 (4.4) 

биелэгдэх явдал юм. 

Батпалгаа : Зайлашгүй нөхцөл (4.1), (4.2) биелэгдэж байв. Үүсгэгч 
функцүүдийн ялгаврыг авч үзье: 

4>п( х ) — <р{х) — 53(рь(«) — Рк)х к + Е р к (п)х к - р к Х к . 

к =0 ^=N+1 1 

Бэхлэгдсэн х € [0,1) бүрд (4.3) биелэгдэхийг үзүүлье. 0 < Рк(п) < 

1, 0 < рк < 1 учраас дурын е > 0 - д 

оо оо оо 

Ё р к (п)х к < Ү х к < Ү р к х к < - 
к=Ы+ 1 *=АГ+1 4 

байхаар N - тоог сонгон авч болно. Тэгвэл энэ N - ийн хувьд 

N 2 

<Рп(х) - т( х ) < Е \Рк(п) - Рк\х к + -С. 

*=0 

Баруун гар талд байгаа төгслөг нийлбэрийн нэмэгдэхүүн бүр нь 
тэг үрүү нийлэх тул энэ нийлбэрийг хүрэлцээтэй их п - үүдэд | - 
аас ихгүй баихаар авч болно. Ийнхүү (4.3) батлагдав. (4.4) нь (4.2) 

- оос мөрдөнө. 

Хүрэлцээтэй нөхцөл (4.3), (4.4) биелэгдэж байг. Эсрэгээр (4.1) 6и- 
елэгдэхгүй байлаа гэж үзье. Тэгвэл 

итр*Ю = К, Шпр*(п")=р*, (4.5) 

бөгөөд РктРь хоёр нь хоорондоо үл давхцдаг байхаар хос дэд да- 
раалал п' т ,п т олдоно. Дээр эайлашгүй нөхцөлийг баталсантай яг 
адилаар (4.5) - аас 


74 » = Т (,) ( х ) = ҮРк хк , 


к =0 


Нш 

т-ө-оо 


оо 

<рпф)=^"\х) = ү Р :х к 

к =0 
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харьдаанууд мөрдөх ба <р^\х) ф (р("\х) байна. Энэ нь (4.3) хязгаар 
оршино гэдэгт харшилна. (4.4) өөс (4.2) мөрдөнө. Теорем батлагдав. 

Жишээ 1. Пуассоны теоремын баталгаанд дээрхи тасралтгүйн 
теоремийг алшглая. Бернуллийн п туршилт дахь амжилтын тоо д п 
ба турпшлтанд амжилт гарах магадлал р п байг Мөн 


Иш пр п — Л(0 < Л < со) 

пчоо 4 ' 

гэж үзнэ. Тэгвэл зүйл 7.1 - ийн жишээ 1 ёсоор Л п — пр п үед 

=(т* + 1 -т)*= (1 + ^(*-!))"• 


Ийнхүү 


Л* 


•Й2, *>*.(*) = е х ( х ^ = ]Г ъ\ е ~ Ххк - 


Эндээс тасралтгүйн теорем 4.1 ёсоор 


к -0 


л* 


и 1нп Р{ц п -к)= '—е А . 


7.5. Салбарлах процесс 

Үүсгэгн функцийн аргыг салбарлах процесст хэрэглэх жишээ 
авч үзье. Нэгэн төрлийн бөөмүүд бие биеэсээ үл хамааран үржиж 
байв. Нэг бөөм п ширхэг бөөм болон үржих магадлал р п бол {р п , п = 
0,1,...} магадлалын тархалтын үүсгэгч функц нь 

<*>(*) = Ү2?кх к . 

к—0 

Хэрвээ үржлийн I - р үеиин бөөмийн тоог - ээр тэмдэглэвэл 
түүний үүсгэгч функц 


4>%{х) = Ех^ 1 \ 

Анх ганц бөөм байсан /х(0) = 1 гэж үзье. Тэгвэл (^(х) = уз(х). Үү-( 
сгэгч функц <р(1) - д харгалзах тархалттай үл хамаарах санамсаргүй 
хэмжигдэхүүнүүдийн дараалал 


? ^<2? • • • > • • • 5 
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оруулав. Тэгвэл (* + 1) - р үеийы бөөмийн тоо тодорхойлсон ёсоор 
{,1(1 + 1) = &1 + &2 + • * ■ + бмр) 

буюу үл хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн санамсаргүй 

тооны нийлбэр болж байна. (<*+- 1 - р үеийн к дугаар бөөмийн 

төлийн тоо). Тийнхүү теорем 3.2 ёсоор 

4 >г+ 1 (х) = <р*(ч>(х)). (5.1) 

Өөрөөр хэлбэл (Р 2 (х) = <р( 1 р(х)),(рз(х) — р(р(р(х))) ГЭХ МЭТ Рг(х) нь 
р(х) функцийн I - р итерац болно. (5.1) томъёо нь Е{х(1) = А(1) 
хэмжигдэхүүнийг олоход ашиглагдана. Хэрэв р'(1) = А гэж тэмд- 
эглээд (5.1) - ийн хоёр талд 1 цэгт х - ээр дифференциал авбал 

А(1 + 1) = А(*) * А 


болох ба эндээс 

А(1) = А*. (5.2) 

Салбарлах процессын төлөв байдлыг нэг бөөмийн шууд үржилийн (1 
~ р үе) төлийн дундаж тоо болох А параметрын утгаар ангиладаг. 
(5-2) - оос харахад I —> оо үед 

Хэрэв А < 1 бол А(1) —» 0, 

Хэрэв А > 1 бол А(1) -э со, 

Хэрэв А = 1 бол А(^) = 1. 

Тодорхойлолт 1. р(Р) процессын хувьд А < 1 бол докритик , 
^~А > 1 бол надкритик , А— 1 бол критик процесс гэж нэрлэнэ. Хэрвээ 
р,(1) = 0 бол салбарлах процессыг I эгпшнд бөхсөн гэж ярина. 
Салбарлах процессын ^ эгпшнд бөхөх үзэгдлийн магадлал нь 

Р(р(1) = 0) = <р((0). 

Нэгэнт {/ и(1) = 0} С {/л(2 + 1) = 0}учраасР(/л(г) — 0) магадлал нь үл 
буурах байна. Иймд I —» оо үед хязгаартай 

= 0 ) = я. 

Энэ д хязгаарыг бөхвх магадлал гэж нэрлэнэ. Ийнхүү д нь салбарлах 
процесс ямар нэгэн үедээ бөхөх үзэгдлийн магадлал юм. Бөөмийы 
үржих процесс нь эерэг магадлалтай явагдана (</?(я0 Ф гэж үзнэ. 
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Теорем 5.1. д < 1 байх зайлашгүй бөгөөд хүрэлцээтэй нөхцөл 
нь нроцесс надкритик байх явдал мөн. 

Багпалгаа : (5.1) томъёог өөр хэлбэрт бичье: 

4> г+1 {х) = ч>{ч>г{х)). 


Энд х = 0 тавихад 


У>ж(0) = <?(<М0)). 


Үүний хоёр талд I -> оо хязгаарт шилжвэл Нш^оо 9 ^( 0 ) “ Ч гэдгээс 


я = ч>{ч)- 

Ийнхүү 9 магадлал нь 

х = {р(х). (5.3) 

тэгишттэлийн шийд болох нь. Энэ тэгшитгэл нь ямагт х = 1 ший- 
дтэй. Хэрэв үүнээс өөр шийд оршихгүй бол 9 = 1 байна. А < 1 үед 
9 = 1 - ээс өөр шийд байхгүй гэдгийг үзүүлбэл зайланп’үй нөхцөл 
батлагдана. Хувьсагч х нь бодит бөгөөд х € (0, 1 ) үед 1 цэг дээр 
үүсгэгч функцийг задалбал 


<р(х) = 1 — р'(0)(1 — х), х < Ө < 1 . (5.4) 

Үүсгэгч функцийн хувьд Ө < 1 үед <р*(Ө) < у>'( 1 ) — А < 1 болох тул 
(5.4) томъёоноос дурын х < 1 бүрд 


х < <р(х). 

Ийнхүү (5.3) тэгщитгэл нь А < 1 үед 9 = 1 - ээс өөр бодит шийдгүй. 
Энэ нь хэрэв 9 < 1 (5.3) - ийн ншйд бол А > 1 буюу салбарлах процесс 
нь надкритик байна гэсэн үг. 

Одоо хүрэлцээтэй нөхцөлийг батлая, Процесс надкритик буюу 
А > 1 байг. Эерэг магадлалтайгаар үржих (өсөх) процесс явагдана 
гэсэн тул 0 < х < 1 үед <р"(х) > 0 байна. Иймд (5.4) тэгшитгэл нь 
[ 0 , 1 ] дээр хоёроос илүүгүй шийдтэй байх болно. с р'(х) нь тасралт- 
гүй, <р г ( 1 ) = А > 1 учраас х < г < 1 үед <р*(х) > 1 байдаг х цэг 
олдно. Иймд (3.4) задаргаанд р'(Ө) > 1 болж энэ х цэгт 


р(х) < х . 


Эндээс мөн 9 ?( 0 ) = ро > 0 - оос (5.3) тэгнштгэл нь х 0 ф 1 шийдтэй 
болох нь мөрдөж байна. Одоо 9 = болохыг үзүүлье. (0Д) дээр 
р'(х) нь өсөх функц тул 

р(х) > х хэрэв 0 < X < х 0 , 
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(р(х) < х хэрэв хо < х < 1. 

мөн 

(р(0) < <р 2 (0) = <р(<р(0)) < < <*>т(0) = ф(т*(®)) <■■■■ 

Энэ илэрхийлэлиин гишүүн бүр нь :г 0 - оос бага (<^(0) < х 0 тул ) : 

М0) < х 0 . 

Иймд 

4 — Нт ^(0) < х 0 < 1, 

1—Уоо 

болж д нь (5.3) - ийн шийд, (5.3) - ийн 1 - ээс ялгаатай шийд ганц 
байх ёстой гэдгээс д = х 0 < I- Теорем батлагдав. 


7.6. Характеристик функц 

Үүсгэгч функц нь бүхэл тоон санамсаргүй хэмжигдэхүүний 
хувьд ашиглагдана. Дурын санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархал- 
тыг судлахад характеристик функц өргөн ашиглагдана. Хоёр хэмж- 
ээст санамсаргүй вектор (^ 1 ,^ 2 ) - ээр бичигдэх 

+ *6 (<*>), шеЯ, 

хэмжигдэхүүнийг комплекс утгатай санамсаргүй хэмжигдэхүүн 
гэнэ. Ийм хэмжигдэхүүний математик дундаж нь 

+ 1 ^ 2 * ( 6 . 1 ) 

Комплекс утгатай санамсаргүй хэмжигдэхүүний математик дун- 
дажын хувьд Бүлэг 6 - д үзсэн 1-4 нанарууд биелэгдэнэ гэдгийг 
хялбархан шалгаж болно. 5 - р нанарыг цаашид ашиглахгүй. Бодит 
санамсаргүй хэмжигдэхүүн - ийн харакгперистпик фуикц гэж 


/*(*) = 

функцийг нэрлэнэ. Энд I нь бодит тоо, Хэрэв ^ нь дискрет хэмжи- 
гдэхүүн бол 

Е(совЦ) - Ү2софх к )Р(€ = х к ), 

к=1 
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Е( 8Ш*0 = Ү^8тЦ х к)Р({ = X*). 

к =1 

шгэрхийлэлийг (6.1) томъёонд оруулбал характеристик функц 

оо 

Л(0 = = **) М 

А=1 

хэлбэртэй тодорхойлогдоно. Хэрэв ( нь абсолют тасралтгүй хэмжи- 
гдэхүүн бол түүний характеристик функц 

М*) = [ е'* х Рс(х)(1х. (6.3) 

э —оо 

Хэрвээ ^ нь дискрет магадлалын огторгуй П = {ш!,о) 2 ...} дээр 
тодорхойлогдсон бөгөөд рь = Р(и>ь) бол 

оо 

Л(0 = (6-4) 

^ нь абсолют тасралтгүй магадлалын огторгуй П = {(«х,.. м и п )},| 
6 Л, А; = 1,..., п, дээр тодорхойлогдсон бөгөөд л(и 1? ..., и п ) 
функцээр магадлал нь өгөгддөг бол 

М*) - / ■ ■ • / е‘ < * (и1 ’-’ и ” ) я-(и ь .,., и п )^и! • • • </и п . (6.5) 

4 п 

Теорем 6.1. ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүний характеристик 

функц нь /(^) байг . Тэгвэл 

1°. /{({) нь дурын I Е (—оо, оо) бүрд тодорхойлогдоно. 

й°. /<(0) = 1, |/е(*)|<1. 

3°. Хэрэв т) = + 6 бол/Д^) = е г * ь /{(а1). 

4°. Характеристик функц /(2) нь I - ээрээ жигд тасралтгүй. 
Батпалгаа ; Дурын бодит I € (—оо,сх>) бүрд 

| е <^| < х <• ^ 

унраас 1°,2° нанарууд (6.2) - - (6.5) томъёонуудаас шууд мөрд^нө. 
3° чанар нь 


/„(1) = Ь’е“ (а ^ +6 > = е йк Ее йв « = е ЙЬ / е (а<) 
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тэнцэтгэлээс ларагдаж байна. 4° чанарыг батлахын тулд 


|е*'* х - 1| < 2, |е’* х — 1( —> 0, < -4 0 

болохыг тэмдэглэе- Энэ нь \е'* х — 1| - д мажоранттай дараалалын 
нийлэлтийн тухай теоремыг хэрэглэх боломж олгож байна. Ийнхүү 
Н 0 үед 

\ЦЦ + Н) - Ш\ = \Е(е^ - е*)| < Е\е'* - 1|-+ 0. 

Теорем батяагдав. 

Жишээ 1. ХэрЭ» бүхэл тоон санамсаргүй хэмжигдэхүүн ^ нь 
Ф${х) үүсгэгт функдтэй бод түүний характеристик функцнь /^) =| 
<^(е**) болно. 

Жишээ 2. Хэрэв Р($ = а) = 1 буюу ^ нь тогтмол санамсаргүй 
хэмжигдэхүүн бол 

№ = ***■ 

Жишээ 3. ( нь (0,1) - параметртэй нормал тархалттай санамсар- 
гүй хэмжигдэхүүн бол 

1 У" их - 

Дурын I бүрд интеГралын доорхи функц нь сондгой тул 



е 1 %т4х«1х = $. 


Иймд ЦЦ) нь бодит утга авах ба 


т 


= /° 
2тг У-с 


^/27 


е 2 соъ^хЛх . 


Үүний хоёр талд 2 - ээр формал дифференциалчлавал ^ € (—оо, оо) 
- ээр жигд нийлдэг интеграл гарна. Ингээд 


1 г°° х 2 

{1(1) = -== / хе~~ 2 ~ 8ш 1хйх* 

НУ ’ у/2п ^-ОО 


Хэсэгчилэн интегрзлчилвал 


8т1хс1(е 


4 ) = 


1^)- 
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Эцэст нь /{(I) функц нь /^(0) — 1 анхны нөхцөлтэй 


бЬ 


= -*/<(*) 


тэгшитгэлийг хангадаг болов. Эндээс 


/«(<) = е 


2 


Жишээ 4> С нь (а 7 (Т 2 ) - параметртэй нормал тархалттай санам 
саргүй хэмжигдэхүүн байв. Түүний характеистик функц /^(Ь) - г 
ольё. Үүний тулд г} = хэмжигдэхүүнийг авбал тэр нь (0Д) - 
параметртэй нормал тархалттай. Иймд 

Л(0 = 


Одоо теорем 6.1 - ийн 3° чанарыг ахпиглавал; 

Ш) = /»,+*(<) = в’‘ в / ч («г<) = е 1<а-2 /” 


Жишээ 5. ^ нь (а, 6) дээр жигд тархалттай санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүн байв. Тэгвэл 


/<(<) = 


1 г ь ■ 

- - / е 11х <1х = 

0 — а Эа 


С НЬ _ с Иа 
И(Ь — а) * 


Хэрвээ а = — с, 6 = с бол 

т 


2 1±С 


зтЬс 

~1с~' 


а = 0, Ь = <1 бол 


/«(«) - 


- 1 
Нй 


Жишээ 6. Хэрэв ^ нь А - параметртэй илтгэгч тархалттай бол 


Ш) = А Г т х чх - 
/0 


Л 

л — и' 


Теорем 6.2. Хэрэв ^ хэмжигдэхүүний к - р эрэмбийн момент 
оршиж байвал: Е\^\ к < оо, к > 1, түүний характеристик функц 
/^) - ийн к - р эрэмбийн тасралтгүй уламжлал орших ба 

4<0) = г к Е( к . 
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Батпалгаа? Теоремыг абсолют тасралтгүй санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүний хувьд батлал. Хэрэв к - р эрэмбийн момент оршивол түү- 
нээс бага эрэмбмйн моментууд орпшно. 

| / гхе %гх р$(х)(1х\ < / \х\р^(х)<1х — Е\^\ < оо 

— оо «/—оо 

учраас зүүн гар талын интеграл I - ээрээ жигд нийлж байна. Иймд 
(6.3) интегралын доор дифференциалнлаж болно: 

/ оо 

хе'* х р ( (х)(1х, 4(0) = гЕ%. 

-оо 


Гэх мэт ^ эрэмбийн < к ) уламжлал орпшж байг мөн 
/|^(2) — г* / х 1 е г1,х р^{х)(1х 

Э—оо 


биелэгдэж байг. Тэгвэл эндээс 


/^ +1 )(2) = г* +1 / ^ +1 е |<л? р^(ж)^х. 

7 оо 

болох ба интеграл нь Ь - ээр жигд нийлпэ. Иймд 

4 т) (0) = г <+1 ЬУ +1 . 

Теорем батлагдав. 

Жишээ 7. ^ нь (а,<т 2 ) - параметртэй нормал тархалттай байг. 
Тэгвэл 7} = ^ — а хэмжигдэхүүний характеристик функц нь 



оо 


ЕИ)* 


а 2А (2А;)!\ 
2^А;! ) 


е* • 

(2ЦГ 


Эндээс 

4“ +1) (о) = о, 4 2А) (о) = 

= - (- 1 )*( 2 * - 1 )(» - 3 ) - - - 3 - 1 - 

тул теорем 6.2 ёсоор ^ - ийн төвийн моментууд 

ЕЦ - а) 2к+1 (0) = 0, 


Е(( - а) 2к = (2к - 1)(2А - 3) • • • 3 • 1 • <т 2/г . 
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Теорем 6.3. Хэрвээ &,&>•••, 6» -ҮД хамаарах бол 

' /ь+ы-кЛ*) = ШШ • • • Ш- 

Баталгаа: п = 2 үед батлахад хүрэлцээтэй юм. Характеристик 
функцийн тодорхойлолт ёсоор 

' /^+ьЦ) = Ее й « 1+ *> = Ее^е' гь = Ее^Ее'^ = / 4 ,(<)/б(*)- 
Теорем батлагдав. 

Жишээ 8 . ба & нь харгалзан (а х , сг 2 ), (а 2 , сг|) - параметртэй 

нормал тархалттай үл хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүүн байг. 
Характеристик функцүүд 

Ш = е^-^, Ш = е^-^. 

Теорем 6.3 ёсоор хэмжигдэхүүний харакУеристик функц нь 

а = а\ + а 2 , сг 2 = а\ + сг| үед 


7.7. Характеристик функцийн 
урвалтын томъёо 

Санамсаргүй хэмжигдэхүүн бүхэнд түүний характеристик функп^ 
тодорхойлогддогыг дээр үзсэн. Характеристик функцээр нь санам- 
саргүй хэмжигдэхүүний тархалтыг тодорхойлох тухай асуудал та- 
вигдана. Тасралтгүй нягтын функц р$(х) орпшн байвал характери- 
стик функц нь (6.3) томъёогоор тодорхойлогдоно. Өөрөөр хэлбэл 
Д(^) нь нягтьтн Фурьегийн хувиргалт болно. Математик ана- 

лизд үзсэн ёсоор 

/ оо 

1Л(*)И < 00 

-оо 

бол Фурьегийн урвуу хувиргалт орпшно: 

Р ►{(*) = /<(<)Л. 

Ерөнхий тохиолдолд дараахь теорем хүчинтэй. 
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Теорем 7.1 (Урвалтын теорем). Хэрвээ Г(х) нь санамсар- 
гүй хэмжигдэхүүний тархалтын функц, /(I) нь харгалзах харак- 
теристик функц нь бол Г(х) функцийн тасралтгүйн цэгүүд х 6а у 
бүхэнд 


1 г _ е -а у 

Р{у)-Р{х) = —\}ш I ---/(<)«-*'*. (7.1) 

-тп/Ц/ 


Хэрэв /(/)/2 функц бүх йхулуунаар интегралчлагдаж байвал дээрхи 
интегралын тэмдэг доор хязгаарт шилжих боломжтой болно: 


Пу) 


1 г<х 


е -и* _ е -и У 

и 


/(*)*-. 


Башалгаа : ^ - ээс үл хамаарах (0,2<т 2 ) - параметртэй нормал тар- 
халттай т} санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг авч үзье. г} - ийн харак- 
теристик функц нь ехр{—* 2 сг 2 } тул ^ + г} хэмжигдэхүүний характе- 
ристик функц /(*) ехр{—г 2 <х 2 } болж абсолютаар интегралчлагдана 

[ 1/(01 ехр{—^ 2 (т?}сИ < [ И < оо. 

1—00 1—00 

Иймд 


^ оо 

р е+п{у)- р е+ч( х ) = 27 / 


- Иу 


и 


№* Л. (7.2) 


Эндээс теоремын дүгнэлт (7.1) - ийг гаргахын тулд дараахь лем- 
мийг алшглана. 

Лемм 7.1. Санамсаргүй хэмжигдэхүүний дараалал ( п = + 

р п , п = 1,2,..., өгөгдсөн байв. Хэрэв дурын с > 0 бүрд 


Нш 

п—Юо 


Р(\Чп\ > е) = 0, 


Р(х) тархалтын функцийн тасралтгүйн цэг х дээр п —)> оо үед 


Р п (х) = Р(^ п < ас) -► ^(х) 


бол энэ тасралтгүйн цэг з: бүр дээр п —> оо үед 
Оп(х) ^Р(Сп<х)->Р(х). 
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Батпалгаа : х нь Р(х) - ийн тасралтгүйн цэг байг. Тэмдэглэл оруу- 
лья: 

А п = {бг Т 'Пп ^ х}^ В п — {|?Уп| ^ ^}* 

Үзэгдлүүдийн А п — А п В п + А П В П) А п В п С В п харьцаанаас 
Р(А п В п ) < Р(А п ) < Р(А п В п ) Т Р(В п ). 

Эндээс мөн 

{(& < х - б) П В п ) с А п я п С {& < X Т е} 
харьцаанаас мөрдөх нь 

Р{({ п <х-е)ПВ п }< Р(А п ) < Р({ п < х + е) Т Р(В п ). (7.3) 
Тэнцэтгэл биш 

Р((п <х-е)~ Р(В п ) < Р{(Ь < X - с) П В п } 

- ийг (7.3) - д анхаарвал тэндээс 

Гп(х “ с) < Ига^ ->-оо Р('Сп < х) < Нт„ —>•00 Р(Си<х)<Р(х + е). 

Одоо х нь Р(х) - ийн тасралтгүйн цэг гэдгээс е —> 0 үед эндээс 
леммийн дүцнэлт гарна. Лемм батлагдав. 

Одоо теоремын баталгааг үргэжлүүлье. (7.2) - ийн хоёр талд 
с —У 0 үед хязгаарт шилжвэл Лемм 7.1 ёсоор тэнцэтгэлийн зүүн 
тал Р(х) — Р(у) болж (7.1) дүгнэлтэнд хүрнэ. Теорем батлагдав. 

Теорем 7.2 (Ганц байх теорем). Характеристик функц /(2) 
бүрд зөвхөн ганц тархалтын функц Р(х) харгалзана. 

Батпалгаа : Урвалтын теоремээр Р(у) — Р(х) ялгавар /($) - ээс ганц 
утгатай олдно. Р(у) — Р(х) нь Р(х) функцийг ганц утгатай то- 
дорхойлоно. Теорем батлагдав. 


7.8. Характеристик функцийн 
тасралтгүйн теорем 

Өмнөх зүйлд тархалтын функцүүдийн анги {Г(ж)}, характери- 
стик функцүүдийн анги {/(0) хоёрын хооронд харилцан нэг утга- 
тай харгалзаа байдгийг тогтоосон. Одоо энэ ангиудын харгалзаа нь 
харилцан тасралтгүй болохыг үзүүлэх болно. 
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Тодорхойлолт 1. Хэрвээ Р п {х) тархалтын функцийн дараалал 
Р(х) тархалтын функц уруу Р(х) - ийн тасралтгүйн цэгүүд дээр 
нийлж байвал Р п (х) - ийг Р(х) уруу сул пийлж байна гэж хэлэх ба 
п —> оо үед 

Р п (х) =► Р(х) (8.1) 

гэж тэмдэглэнэ. Хэрэв Р п нь - ийн тархалт, Р яь ( - ийн тархалт 
бол (8.1) биелэгдэж байвал - ийг ^ УРУУ сул нийлж байна эсвэл 
тпархалтаараа нийлж байна гэж ярьдаг. 

Сул нийлнэ гэдгээс п -4 оо үед 

Р(х 1 < < х%) -> Р(х г < ( < Х 2 ) 

нийлэлт нь зөвхөн Р(( -■= ^х) = Р(% = х 2 ) = 0 үед мөрдөнө. Жшнээ 
нь Р(^ п = “-) = 1, Р(С — 0) = 1 байг. Энд х ф 0 байх бүх цэгт 
п —у оо үед 


Р*п(х) = Р(€п <х)-+ Р{(х) = Р(( < х) 
болж нь ( уруу сул нийлж байна. х = 0 цэгт 

пдо) = р(е„ < о) = 1, с е (о) = р(е < о) = о 

тул энэ цэгт нийлэхгүй. Тасралтгүйн теоремыг батлахын тулд 
эхлээд хэд хэдэн үр дүнтэй танилцах шаардлагатай. 

Теорем 8.1 (Хеллийн 1 - р теорем ). Тархалтын функцийн 
дурын дараалал Р п - аас сул нийлдэг дэд дараалалыг ялган авч бол- 
но. 

Баталгаа: Тоон шулуун дээрхи хаана ч нягт тоологдом олонлогыг 
11 — гэе. Зааглагдсан дараалал 0 < Р п (х 1 ) < 1 - аас нийлдэг дэд 

дараалал Рх п (х 1 ) - ийг сонгож түүний хязгаарыг Р(х х ) гэе. Мөн заа- 
глагдсан дараалал 0 < Р 1п (х 2 ) < 1 - аас нийлдэг дэд дараалал Р 2п (х 2 ) 
- ийг ялгаж хязгаарыг нь Р(х 2 ) гэе. Гэх мэт үргэлжлүүлэв. Одоо 
эдгээрээс диогнал'дараалал Р пп (х) - ийг сонгон авбал дурын х^ ^ Б 
б ҮРД Рпп(хк) Р(хк) байна. Тоон шулууны бусад цэгүүд дээр Р(х) 
функцийг зүүн талаасаа тасралтгүй байхаар тодорхойльё: 

Ү е Д 

Цт Р(хк) = Р(х ). 

к-+ оо 

Р(х) - ийн тасралтгүйн цэг х - ийн хувьд х! < х < х" байдаг х" 6 
Б олдно. Иймд 

Рпп(х) < Рпп(х) < Р пп (х"). 
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Эндээс. 

Г( х ') = п 111 П Г„ п (х') < < 

< Ш^^г пп (х) < Шп Г пп (х") = Г(х"). (8.2) 

Хэрэв Г(х') < Г(х) < Р(х") мөн Р(х") — Р(х') ялгаврыг дурын бага 
байхаар хийж ямагт болно гэдгийг анхаарвал (8.2) - оос 

Ит Р пп (х) = Р{х). 


Теорем батлагдав. 

Санамж I. Хеллийн 1 - р теоремд сул нийлдэг дэд дараалалын 
хязгаар болж байгаа Р(х) функц нь тархалтын функц бшн байж 
болно. Жишээлбэл ,хэрэв х < п үед Р П п(х) = 0, х > п үед Р пп (х) = 
1 бол Р п (х) Р(х) = 0 болно. 

Теорем 8.2 (Хеллийн 2 - р теорем). Хэрвээ Р п (х) Р(х) 
буюу нь ( уруу сул нкйлдэг ба ^(оо) — ^( -оо) = 1 бол тоон 
шулуун дээр зааглагдсан, тасралтгүй функц д(х) бүрийн хувьд 

п 1кп Ед({ п ) = Ед(0. (8.3) 

Багпалгаа: — С ба С цэгүүд н ь Р(х)~ ийн тасралтгүйн цэгүүд байг. 
Хэрэв 

р _ / € [~с,с\, =_ I е,. е € \-с,с\, 

?п_ \ 0 , ь?.[-с,с\, ^ \ 0 , 1$[-с,с\, 

бол 

4пп Ед(( п ) = Ёд(() (8.4) 

болохыг батлая. е > 0 тоо байг. [— С,С] дээр д(х) нь жигд тасралт- 
гүй, Р(х) - ийн тасралтгүйн цэгүүд 

— С = #0 < Х\ < . . . < < Хдг = с ^ 


- ийг X € [ж *_1 >Хк] бүрд 


| д(х)-д(х к )\ < е. 

байхаар сонгож авч болно. Ингээд шаталсан функц 
9е(х) = д(х к ) у Х 6 (х к - 1 ,Хк\ 
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зохиовол х € [—С,С ] бүрд | д € {х) — д(х)\ < е байна. Тэгвэл 

\Ед((„) - Ед(0 1 < 

< Е\д{(п) ~ ЕдД .„)| + \ЕдД п ) - ЕдД)\ + Е\д(Ц) - ЕдД)\ < 

N N 

< 2б + | д(х к )[Е п (х к ) - - Ү2 д(х к )[Е(х к ) - ^(х*-х)]| < 

к =1 Аг=1 

N 

<2е + зир х | 5 (ж)| ^ |(^п(&*) - ^(як-г)] - [Е п (х к ^) - ^(х*_ 1 )]|. /' 

к=1 

Энд сүүлчийн нийлбэрийг п -> оо үед дурын бага болгож болох 
юм. Ийнхүү (8.4) батлагдав. (8.3) - ийг батлахын тулд Р(—С) < 

1 — Р(С) < \ байдаг Р(х) - ийн тасралтгүйн цэг С - г сонгоно. 
Тэгюл Р п (тС) -4 Р(тС) тул п > п 0 бүрд Рп(-С) < §, 1 - Рп(С) < 
| биелэгддэг п 0 дугаарыг олж болно. Ингээд дараахь үнэлэлтийг 
хийе: п > п 0 үед 

1^(6.) - %(01 < \Ед(Ь) - Ед(0 1+ 

+\Ед(Ь) ~ Ед((„)\ + |Е$(0 - Ед(()\ < 

< \Ед(Ь) - Ед (()| + Ед&ЩЫ > С) + Ед((Щ\ > С} < 

< I Ед({„) -Ед(0\ + зир |р(х)|(б + |). 

X А 

(8.4) - ийг анхаарвал эндээс (8.3) мөрдөнө. Теорем батлагдав. 

Теорем 8.3 (Хязгаарын шууд теорем). Хэрвээ Р п (х) => Р(х ), 
өөрөөр хэлбэл Р п (х) тархалтын функцүүдийн дараалал Р(х) тархал- 
тын функц уруу сул нийлж байвал харгалзах характеристик функ- 
цүүдийн хувьд I цэг бүрд 

/п(*) “>/(*)• 

Багпалгаа: Теорем 8.2 ёсоор ТЦ#) => Р(х) гэдгээс 
/«(*) = Ее^ -+ Ее** = /(I). 


Теорем батлагдав. 

Теорем 8.4 (Хязгаарын урвуу теорем). Хэрвээ характери- 
стик функцүүдийн дараалал / п (0 нь 0 цэг дээр тасралтгүй ямар 
нэгэн /(2) функц уруу I цэг бүр дээр нийлж байвал харгалзах тархал- 
тын функцүүдийн дараалал Р п (х) нь ямар нэгэн тархалтын функц 
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Г(х) уруу сул нийлэх ба /(^) функц нь Г(х) - ийн характеристик 
функц байна. , 

Багаалгаа: Теорем 8.2 ёсоор Г п (х) дараалалаас сул нийлдэг дэд да- 
раалап ялгаж болно: Г пп (х) => Г*(х). Энд Г*(х) нь тархалтын функц 
гэдгийг батлая. Үүний тулд Г*(о о) = оо) = 0 гэдгийг 

үзүүлнэ. Эхлээд ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүний характеристик 
функц /(*). - ийн хувьд дараахь тэнцэтгэл бишийг батлал: 

I ^/>НН^/>‘Ч= 

= Тт Е Л в ’*Ч = Е ^У<№С} + %>С}) < 

< Щн\<о} + Т Е1 Ш>С } = Р(К| < С) + Т(1 _ р Ш < с)). 

Хэрэв тС = 2 байхаар С - г авбал 

2 1^ 1- т /( *Н ~ 1 - р ( ,е| - 1)• (8 - 5) 

Теоремд тодорхойлсудсон /(^) нь 0 цэгт тасралтгүй тул т € (0, т 0 ] 
байхад 

|>/>(‘Н г1 “г 

биалдэг т 0 олдоно. Мөн 2 цэг бүрд } п (1) -> /(2) тул 
|/ /п(<)^ - / т Я*)«Й < Ү 

үнэлэлт п > По үед биелэгдэж байх п 0 дугаар олдоно. Дээрхи хоёр 
тэнцэтгэл бишээс мөрдөх нь п > п 0 үед 

- >/>"(' ) ‘"-т/>(‘ )< "> 1 ->Н 1 >■ 

Хэрэв хэмжигдэхүүний хувьд (8.5) тэнцэтгэл биншйг хэрэглэж 
дээрхийг анхаарвал 

ф|<>=*,>)-ЧНП 1 -'- - 

Ийнхүү Т*(+оо) = 1,Р*(— оо) = 0 боллоо. Одоо Г п Г болохыг 
батлая. Эсрэгээр Г п ф Г гэе. Тэгвэл Г п > Ф Г *, 1Р П « Р** байдаг 
хоёр дэд дараалал олдох ёстой. Хязгаарын шууд теоремээр / п / —>■ 
/ + , /п" —> /** болоХ ба / п -* / тул /* = /** = /. Теорем батлагдав. 
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7.9. Лабораторийн ажил 

1 . Нейгпроны гинжип урвал. Нейтроны мөргөлдсөн цөм нь задра- 
на. Үүний дунд санамсаргүй тооны шинэ нейтронууд ялгарна. Энэ 
пшнэ нейтронууд нь бусад цөмийг мөргөх бөгөөд хоёр дахь үеийн 
нейтронууд үүснэ. Гэх мэт гинжин задрал явагддаг. Нэг нейтрон 
цөмтэй мөргөлдсөний дараа & ширхэг нейтрон үүснэ. & нь бүхэл 
тоон санамсаргүй хэмжигдэхүүн, тархалт нь 

*>(6 = 2) = 1, Р(6 = 4) = Р(6 = 6) = Р (6 = 8) = 

Хэрвээ ^о = 1 байсан бол арав дахь үеийн нейтроны тоог загварчил 
(6о =?)• 

2. Цусны улаан бөөм. Цусанд п = 10 улаан бөөм байв. Нэг ми- 
нутын дараа улаан бөөмүүд бие биеээсээ үл хамааран үхэх бөгөөд 
оронд нь 

2 улаан бөөм р^ = 1/4 магадлалтай, 

1 улаан бөөм, 1 цагаая бөөм р 2 — 2/3, 

1 цагаан бөөм рз = 1/12 магадладтайгаар 

үүснэ. Цагаан бөөм 1 мияутын дараа үхэх ба оронд нь юу ч үүсэх- 
гүй. 60 минутын дараа цусанд хиннээн улаан , цагаан бөөм байгааг 
загварчил! 

7.10. Бодлого 

1. {0,1,2,..., N — 1} цэгүүд дээр жигд төвлөрсөн тархалтын үү- 

сгэгч функцийг ол! Үүсгэгч функцийн тусламжтайгаар энэ 
тархалтын математик дундаж, дисперсийг ол! 

Г х 1 *—1 . тлс N—1. _ Л'' 2 —1] 

— 2 ’ 12 ] 

2. Үүсгэгч функц <р(х) = 1 — у/1 — х — д харгалзах магадлалын 

тархалтыг ол! 

[Р(( = ») = (2п)!/2 2п (п!) 2 (2п - 1)] 

3. Бернуллийн схемд тп - р амжилт гарах турпшлтын дугаар болох 

1 у ш санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалтын үүсгэгч функ- 
Дийг ол! . [(т^) т ] 
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4. Өгөгдсөн санамсаргүй хэмжигдэхүүн ^ - ийн үүсгэгн функц нь 


4>( х ) = Ү^Р{С = п)х п . 


бол а п = Р(( > п ) магадлалын хувьд үүсгэгч функц 


М х ) = X) а * хП 

п=0 

- ийг ол! 


[А{х) = (1 -/(х)/(1 -I)] 


5. Доерхи характеристик функцүүдэд 

а). соз^, б). соз 2 *, в). ^ь= 1 (|)^соз Ы, 
харгалзах тархалтуудыг ол! 

[в)р(е = 1) = р(е = -1) = |, 

<ор(е = 2) = р(е = -2) = 1,р(е = о) = §, 

в)Р^ = к) = Р(^-к) = 2-^] 

6. Хэрэв ^ 1 , ^ нь үл хамаарах бөгөөд нэгэн ижил /(0 характеристик^ 

функцтэй бол — & хэмжигдэхүүний характеристик функ- 
цийг ол! . [|/(01 2 ] 

7. Өгөгдсөн р(и) ~ (1/2) ехр{—|и|} нягттай тархалтын характери 

стик функцийг ол! . [(1 + Р)~ 1 ] 

8. Хэрвээ /х(0>/2(0 характеристик функцүүд ба 0 < р < 1 бол 

/(0 = рЛ(^) + (1 — р)Л(0 нь характеристик функц болохыг 
батал! 

9. Эхлээд N бөөм байв. Энд /(т) = Я+рх, > 0, д+р = 1, үүсгэгн 

функцтэй салбарлах процесс авч үзье. Энэ бөөмүүдийн бөхөлд 
хүрэх хугацаа Т - ийн тархалтыг ол! 


[Р(Т = п) = (1 - р п+1 )Х - (I - р")*] 



Бүлэг 8. 

Хязгаарын теорем 


8.1. Их тооны хууль 

Магадлалын ояолын тухай анхны ухагдхууныг өгөх үед ямар 
нэгэн А узэгдрлтэй холбогдсон туршалтыг нэгэн нөхнелд, олон удаа 
давтан явуулахад энэ үзэгдлийн явагдах давтамж нь тодорхой тоонд 
их ойртож байдгийг үзүүлсэн баримтын тухай тэмдэглэж байсан. 
Энэ тоог А үзэгдлийн магадлал болгон тОДорхойлж болохыг мөн 
тэмдэглэж байсан. Харин дээрхи баримт н*> турпшлтын дарааллын 
математик загварт онолоор батлагддаг юМ- Эхлээд санамсаргүй 
хэмжигдэхүүний тархалтыг дээрээс нь заагладаг зарим тэнцэтгэл 
бищийг авн үзье. 

Теорем 1.1 Сөрөг бус утга авдаг санамсаргүй хэмжигдэхүүн 
*=еи > 0, и € П, байг. Хэрэв орпган байвал дурын е > 0 бүрд 

Р({ >е)<~. (Ы) 

Баталгаа: Баталггьаг абсолют тасралтгүи магадлальш огторгуйд ( 
хэмжигдэхүүн өгөгдсөн байх үед гүйцэтгэе, Тодорхойлолт ёсоор 

Е{= /•••/ ^(« 1 , • • • > и п )7г(«1, ..., и п )йи 1 ... йи п . 

н 

7 г(п 1 , ..., и п ) нь сөрөг бус функц байдаг тул 

-Р(С>е)= /"•/ )<1щ ■ ■ ■ <*и п < 
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</•••/ е(Ц1, ' е '^ - п) -7г(ц ь ..., и п )йщ ...Аи п = ^. 
а 

Теорем батлагдав. 

Теорем 1.2 ( Чебышевийн тэнцэтгэл биш). Хэрэв ^ хэмжи- 
гдэхуүний дисперс нь оршин байвал дурын е > 0 бурд 

Р(|е-^|>е)<^ 

е 2 

Баталгаа: Санамсаргүй хэмжигдэхүүн Т) = (С~Е^) 2 > 0, түү- 
ний хувьд Ег} = төгслөг оршино. Иймд 77 хэмжигдэхүүний хувьд 
( 1 . 1 ) тэнцэтгэл бишийг хэрэглэвэл 


Рт--Щ\>е) = РЬ,>^)< 

< Щ = В? 

$ 4 " г Ъ е% е2 • 

Теорем батлагдав. V А 1У 

Чебьппевийн тэнцэтгэл биш нь санамсаргүй хэмжигдэхүүний 
утгууд түүний математик дундажаас хазайх хазайлтын магадла- 
лыг үнэлэх боломж өгч байна. Тодорхой жишээнд хэрэглэе. 

Жишээ 1. N бүтээгдхүүн дотор байгаа гологдол бүтээгдхүү- 
ний эзлэх хувийг үнэлэх хэрэгтэй байв. Гологдол бүтээгдхүүний 
тоо М байг. Буцаалтгүй түүврийн схемээр п бүтээгдхүүнийг сон- 
гож шалгахад гарсан гологдльга тоог ^ гэе. Энэ ( нь гипергеометр 
тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүн байна. Бүлэг 6 - д батал- 
снаар 

т?с М пс М (л М \ 

Ес — п—, ОР = п— II--I 

^ • ,лг’ * N V N) 


N-п 

N-1 


Эндээс 


Р (1) = М М\ЛГ-п 

\п7 X’ V”/ пЛГЧ 1 N) N — 1' 


Чебышевийн тэнцэтгэл бишийг ашиглавал 

1 М 


1 - —1> д 

п N и 


< 


пД 2 N 


0 


М\ N — п 
~БГ ) 


Жишээ 2. Ямар нэгэн үл мэдэгдэх хэмжигдэхүүн а —г хэмжих 
хэмжилтийг бие биеэс нь үл хамааруулан п удаа хийжээ. Хэмжил 
тийн алдаанууд яү, стч ,..., сг п нь санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд бө- 
гөөд Есгь = 0 , к = 1 ,... ,п гэж үзье. Алдаануудын математик дун- 
даж тэг байх нь хэмжилтэнд системтэй алдаа байхгүйг илтгэнэ. 
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Дисперс Осгь = Ь 2 болог. Үл мэдэгдэх хэмжигдэхүүн а - ийн утгыг 
хэмжилтүүдийн арифметик дундажаар авдаг. Энэ үед алдаа нь 

<*1 + + ’ * ' + 

Г/п = - 

п 

болох ба 

1 Ъ 2 

Вг1п - “(7)<7 1 Н-Н 0(7 «) = Ет) п = 0. 

п* п 

Энэ г) п алдаа нь өгөгдсөн А тооноос хүрэлцээтэй их магадлалтай 
гаар хэтрэхгүй байх шаардлага тавигдсан байлаа гэе. 

Жишээлбэл: 

Р(Ы < А)>0,99. 

Үүнийг тэнцүү чанартай дараахь тэнцэтгэл бишээр сольж болно: 

/ > (Ы>Д)<0,01. (1.2) 


Чебышевийн тэнцэтгэл бишийг хэрэглэвэл 


-РС1Ч.1 > Д) < ^5 


ъ 2 

пА 2 


Эндээс хэрвээ 

Ъ 2 Ъ 2 

< 0,01 буюу п > 100 • — 

байвал (1.2) тэнцэтгэл биш биелэгдэх болно. Ийнхүү өгөгдсөн на- 
рийвчлал бүхий алдаатай байлгахад зайлшгүй шаардлагатай хэмжил-| 
тийн тоог үнэллээ. 

Чевышевийн тэнцэтгэл бишийг ашиглаж гаргасан үнэлэлт нь п 
- ийг нилээд ихэсгэсэн үнэлэлт байдаг юм. Хэрвээ ц п —ийг үл ха- 
маарах санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн нийлбэр гэдгийг аши- 
глан үнэлэлтийг сайжруулж болно. Үүний тулд дараачийн зүйлд 
батлагдах п их үед ц п - ийн тархалт нь нормал тархалттай ойрхон 
байдаг гэсэн үр дүнг ашиглана. Гэвч хэрэв санамсаргүй хэмжи- 
гдэхүүний тухай түүний математик дундаж, дисперсээс өөр зүйл 
мэдэгдэхгүй бол Чебышевийн тэнцэтгэл бишийг ашигласан үнэлэл 
тийг цааш нь сайжруулах боломжгүй юм. Өгөгдсөн Ъ 2 = ба 
6 > Ъ тооны хувьд Чебышевийн тэнцэтгэл биш тэнцэлдээ хүрдэг 
тийм санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалтыг байгуулъя: 
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Энэ санамсаргүй хэмжигдэхүүний хувьд тооцоолбол 

В( - 0. П( - Е‘- - (-е) 2 ~ + = Ь=, 

Р(\С\>е)=* 2 - 

Мөрдөлгөө 1.1. Үл буурах, сөрөг бус функц ийн хувьд 

Е/({) төгслөг орпшн байвал дурын е > 0 бүрд 

(1-3) 

Энэ (1.3) - ийг Чебышев малгийн тэнцэтгэл биш гэж нэрлэх ба батал- 
гаа нь (1.1) тэнцэтгэл бшнийг батлахтай яг адил замаар хийгдэнэ, 
Одоо Чебышевийн тэнцэтгэл бишийг ашиглан их тооны хуулийн нэг- 
эн хувилбарыг батлая. 

Теорем 1.3. Хэрвээ • • •, 6г, • * ■ санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
нүүд нь хос хосоороо үл хамаарах бөгөөд 



бол ДУрЫН € > 0 бүрд 

Пт Р ( ' ~' •'' + Щп 

п^о о ^ п п 

Батпалгаа: Товчилсон тэмдэглэл 

6 + 6 + - - • + 6 » 

Г)п = - 

п 

оруулбал батлах зүйл маань дурын е > 0 бүрд 



Нт Р(\г/ п - Ет] п \ > е) = 0 


(1.5) 


хэлбэртэй болно. 
хамаарах тул 



( 1 . 6 ) 
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Одоо Чебышевийн тэнцэтгэл бишийг алшглавал 
Р{\Г) « -Ец п I > е) < 

Үүний баруун талд (1.4), (1.6) - г хэрэглэвэл (1.5) гарна. Теорем 
батлагдав. 

Теорем 1.3 - ийг корреляц хамааралгүй санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнүүдийн хувьд өргөтгөж болдог. &и--* санамсаргүй 

ХЭМЖИГДЭХүүнүүДИЙн хувьд дурын 1,7, г Ф 3 бүрд 

соу{^^) = Е{^-Ет-Е^) = 0 

байвал тэдгээрийг корреляц хамааралгцй хэмжигдэхццпццд гэнэ. 
Теорем 1.3 - ын хос хосоороо үл хамаарах гэдэг шаардлагыг кор- 
реляц хамааралгүй гэдэг шаардлагаар сольж болно. Учир нь энэ 
үед (1.6) томъёо хүчинтэй хэвээр үлддэг. Хэрвээ • * • > • • • 

хэмжигдэхүүнүүдийн хувьд Теорем 1.6 биелэгдэж байвал энэ да- 
рааллын хувьд их тооны хуулийг хэрэглэж болно гэж ярьдаг. Одоо 
энэ теоремын хэд хэдэн тухайн тохиолдлыг авч үзье. 

Теорем 1.4 (Чебышевийн теорем). Хэрвээ , ^ п , ... са- 

намсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нь хос хосоороо үл хамаарах бөгөөд 
ямар нэгэн С тооны хувьд 

<С, * = 1,2,..., (1.7) 


бол дурыя е > 0 бүрд 

Нш р (\ 1 1 + '"1^ - ^- 1 + '"1^ 

п-юо уп п 

Энэ теоремын (1-7) нөхцөл нь Теорем 1.3 - ын (1-4) нөхцөлийг хангах 
тул баталгаа нь шууд мөрдөнө, 

Теорем 1.5. Хэрвээ • • • > • - • санамсаргүй хэмжигдэхүү- 

нүүд нь нэгэн ижил тархалттай төгслөг дисперстэй бол дурын е > 0 
бүрд 

Иш Р 

ть —^оо 

Энэ теоремын хувьд санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нэгэн ижил 
тархалттай гэдгээс (1.7) нөхцөл аяндаа биелэгдэнэ. Иймд Теорем 
1.4 - ийн шууд мөрдөлгөө болж байна. 


^1 + * * ■ Т (п 


-а\>е) =0 (а = ВД- 
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Теорем 1.6 (Бернуллийн теорем). Бернуллиин п туршила?ын 
амжилтын тоо /х п , амжилт гарах магадлал нь р бол дурын е > 0 
бүрд 

11т Р (I — — р =0. 

п-*оо V п / 

Бсркужлтт теоремыг батлахад амжилтыя тоо /т п - ииг үл хамаа- 
рах нэгэн ижил тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүний нийлбэрт 
тавина: 

. У Мп = 6 + 6 +-Ь 


үүнд 



хэрэв амжилт гарвал, 
хэрэв амжилтгүй бол. 


Мөн Р(& = 1) = р, Р(6 = 0) = 1 — Р = 9 6а‘Е& = р, нь төгслөг 
гэдгийг анхадрвал Теорем 1.5 - аас шууд мөрдөнө. 

Их тооны хуулийн дээрхи хувилбаруудыг батлахад характери- 
стик функцийн аргыг хэрэглэж болох боловч өөр аргаар батлав. Ха- 
рактеристик функцийн аргыг хэрэглэн илүү хүчтэй үр дүн гаргаж 
болдог байна. Энд жшпээ. болгон теорем 1.5 - ын нө^сцөлийг ихээхэн 
суларуулсан нөхцөлд их тооны хуулийг батлая. 

Теорем 1.7. Хэрэв ^ ,...,&*>••• санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
нүүд нь үл хамаарах, нэгэн ижил тархалттай бөгөөд математцк 
дундаж нь Е% к — а бол дурын е > 0 бүрд 


Иш Р 

П—ЮО 


(' 


& + & + * ’ * + (п 
П 



= 0. 


Батпалгаа: Санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн характеристик фу- 
нкц нь ижилхэн: 

/€*(0 = /( 0 , * = 1 , 2 ,---, 

оршино гэдгээс дараахь задаргаа хүнинтэй 


/(г) = 1 + На + 


үүнд I —> 0 үед е{1) ---> 0 байна. Ү л хамаарах тул 

/«!+••■+<„(0 = [/(*)]" - (1 + + * е (<)) п . 

Эндээс = (^1 + • * • + Сп)М хэмжигдэхүүний хувьд п -> оо үед 


Л„СО = ( 1 + ^ + + 0) 
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болох ба е(г/п) 0. Ийыхүү дурын I бүрд /^(1) дараалал нь тог- 
тмол санамсаргүй хэмжигдэхүүн а - ийн характеристик функц е На 
уруу нийлж байна. а хэмжигдэхүүний тархалтын функц Г а (х) гэвэл 



хэрэв 

хэрэв 


х > а 7 
х < а. 


Е а (х) нв х = а ганц цэг дээр тасралттай тул тасралтгүй т^рем 
ёсоор х ф а үед 

Нт г,„(х) = Р а (х). 

п—>-оо 

Өгөгдсөн е > 0 - д 

-а| < е) = Р(а — 6 < ?7 П < а + е) > 


> ~^<?/п<а + е) = 

— + б ) ~ ( а ~ 2) * 

х = а + е, х = а — е/2 цэгүүд нь Г а (х) ~ ийц тасралтгүйн цэгүүд 
унир 71 —У оо үед 

^Г)п( а + в) — Г, п ( а “ 2) 

-> Г а (а + е) — Г а ^а — — ^ =1. 

Эндээс мөн 

1 > Р{ \Пп ~ а\ < е) > Р^ п {а + 6 ) - Р Пп (х - 0 
тэнцэтгэл бишүүдээс теорем батлагдаж байца. 


8.2. Хязгаарын гол теорем 

Бернуллийн схемд п турншлтын амжилтын тоо ц п - ийн тархалт 
п их байх тусам нормал тархалттай ойрхоц байдаг тухай Муавр - 
Лапласын теоремийг Бүлэг 4 - т баталсан. Энэ дүгнэлт нь ихээхэн 
өргөн нөхцөлд хүнинтэй байдаг бөгөөд тэдгээрийг хязгаарын гол 
теорем гэж нэрлэдэг. 
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Теорем 2.1. Хэрэв 6? &>•••> ••• нь Ү л хамаарах ба нэгэн нжил 

тархалттай, төгслөг дисперстэй санамсаргүй хэм- жигдэхүүнүү- 
дийн дараалал бол п —> оо үед х 6 (—оо, оо) - ээр жигд нийлэлт 


Р 


( + & ~ па 
\ СГу/п 




2 с1и 


э 


а — а 2 = 0^1 үед үнэн байна. 

Баталгаа: Дисперс нь төгслөг тул %к — о. санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүний характеристик функцийн хувьд дараахь задаргааг бичье: 


кь-Л 1 ) ~ 1 + ИЕ{& ~а)~ ^Е({ к - а) 2 + 1 2 е(1), 
энд I -> 0 үед е(1) -» 0. Е(( к - а) = 0, Е(( к - а) 2 = а 2 учир 


/&_.(*) = 1-^ + * 2 ®(*)- (2-1) 

Цааш нь 

$1 + ' *' 4* ~ & — а 

'Пп = -- 7 =-= —~г 

а/п Л=1 оүп 

тэмдэглэл хийвэл Г) п нь үл хамаарах нэгэн ижил тархалттай санам 
саргүй хэмжигдэхүүнүүдийн нийлбэрт тавигдаж байна. Иймд ха 
рактеристик функцийн чанар ёсоор (2-1) - ээс 


/*.(*) = 




п ( е 1 г 2 

= 1 - - • - + — е 
у 2 п п 1 а 1 



п 


Эндээс п —> оо үед дурын 2 - д 


/%»(0 у е 2 • 


Хязгал,рыи характеристик функц нь (0,1) — параметртэй нормал тар-| 
халтын харктеристик функц байыа. Иймд г) п — ийн тархалтын функц 
нь нормал тархалт руу сул нийлнэ. Хязгаарын тархалтын функц нь 
тасралтгүй функц байгаа тул энэ нийлэлт нь I - ээрээ жигд байх 
болно. Теорем батлагдав. 

Ижил бус тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүний дарааллын 
хувьд дараахь теорем хүчинтэй. Энэ теоремыг баталгаагүй томъёо-| 


лье. 
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Теорем 2.2 (Ляпуновын теорем). • үлхамаарах 

ба гуравдугаар эрэмбийн абсолют момент нь оршин байдаг санам- 
саргүй хэмжигдэхүүнүүд. Хэрвээ 


с п — Е\^ п а п | , 


= в1 = ү,к, с>Е4 

Ь=1 Л=1 /е=1 


тэмдэглэл хийсэн үед оо байхад 


•'п 


бол п —> оо үед 


+ • • • + 6г — Ап 

в п “ 


\ 1 /* ^ , 

< ж / е 2 аи. 

/ >/2я «/-оо 


Ер нь санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн нийлбэрийн тархалт 
ыь нормал тархалт уруу нийлж байвал хязгаартаа нормал тархалт- 
тай гэж ярих нь тохиромжтой байдаг юм. Үүнийг томъёолбол 
Тодорхойлолт 1. Хэрэв (ц п — А п )/В п , п = 1,2,..., санамсар- 
гүй хэмжигдэхүүнүүдийн дарааллын тархалтын функц нъ п —> оо 
үед (0,1)— параметртэй нормал тархалт уруу сул нийлж байвал 
санамсаргүй хэмжигдэхүүн нь п —> оо үед хязгаартпаа (А п ,#^) — 
параметргпэй пормал тархалттай гэнэ. 

Одоо теорем 2.1 - ийг г хэмжээст вектор санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнүүдийн хувьд өргөтгөж томъёолоё. Хэрвээ дурын г - хэмж- 
ээст тэгш өнцгтүүд Въ, к = 1,2,. ..,п, дурын п > 2 тооны хувьд 
санамсаргүй векторууд = (^ п х,..., ^ пг ), п = 1,2,...,- ийн тархалт 
нь 

Р(6 € »1,. ■ .,6. € 5„) = Р(6 € В а )--- Р(* п 6 5„) 

байвал ца хамаарах векторууд гэж нэрлэнэ. 

Теорем 2.3. Санамсаргүй векторууд = (^ п1 ,..., <^ пг ), п = 
1,2,..., үл хамаарах нэгэн ижил тархалттай бөгөөд моментүүд 


а 1 = Щи> Кк = 


төгслөг байг. Тэгвэл 


— ( 7 ]п 1 ) • • • , Т}пг ) ? 


'Ппк — 


6*: Н-+ 6»* ~ «а* 
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векторын хувьд п --> оо үед 

Р(г)п < х) = Р(Т) П 1 < XI, . . . , 1) пг < Х г ) ->• 

^ Р(^1 ^ *1> • • • > (г ®г) 

байна. Үүнд С = (Сь ■ • •, Сг) нь Е( к = 0, соь((/, ( к ) = \ к параметрт- 
эй г - хэмжээст нормал вектор болно. 


8.3. Монте - Карло аргаар 
интегралыг тооцоолох 

Өгөгдсөн тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүний авсан ут- 
гуудын олонлогийг ашиглан шинжилгээ явуулах аргыг Мон- тпе - 
Карло арга гэж нэрлэдэг. Давхар интегралыг Монте - Карло ар- 
гаар өгөгдсөн нарийвчлалтай бодоход санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
ний хичнээн утга хэрэгтэй болохыг теорем 2.1 - ийг ашиглан үнэлэе. 
г - хэмжээст нэгж куб V Дээр тодорхойлогдсон /(х) — /(# 1 , а: 2 ,..., х Г ) 
функц байг. 


/ • • • / /(х)8х 


интегральп" тооцоолох шаардлагатай байжээ. Дурын х ^ V бүрд 
\/(х)\ < С байх С тоо мэдэгдэж байг. Хэрвээ ^ = (&,..., &.) санам- 
саргүй вектор V Дээр жигд тархалттай бол түүний хамтын нягт 
нь 

/ ч ( 1 хэрэв х €= V, 

"(*■•• 0 хэрэ. *€У. 

Тэгвэл т] = /(() санамсаргүй хэмжигдэхүүний математик дундаж 
нь 

Ет) = /•■•/ 7(Х1,...,Х г )р ( (х!,... ,х г )<1х!.. Ых г = 


/•••/ 7(х)йх = а. 
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Нйнхүү Ец нь тоОЦоолох ёстой интегралтай тэнцүү байна. /( х ) | < 

С учир , 

а 1 = Оц — у • • • у (/(х) — а) 2 Ах < 4С 2 . (3.1) 

Одоо V ДОЧОр ЖЖҮД ү» 'Х.МАТйгрт ■= ..., ^ г ), 

к - 1,2,... ,га, в№торууд оруулбал щ = /(6), * = 1,2,...,га, са- 
намсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нь нэгэн ижил тархалттай бөгөөд үл 
хамаарах байна. Их тооны хууль ёсоор 

_ Ц! Н-(- Г) п 

Чп — 

П 

санамсаргүй хэм^игдэхүүн нь п их байх үед а = Ет] к утсанд ойрхон 
байдаг. а утгыг Д нарийвчлалтай тооцоолох хэрэгтэй гэе. Дараахь 
магадлалыг үнэл^е: 



а <2С учраас 




Эндээс |^ п — а\ У _' Д үзэгдэл өгөгдсөн бага магадлалтай явагдаж 
байхаар п - ийг сонгож болно. Өөрөөр хэлбэл 




байхаар п - ийг олно (а - өгөгдсөн бага тоо). Үүний тулд 


Фо(иа) 


1 — 2а 
2 


тэгшитгэлийн пхцйдийг нормал тархалтын хүрдээс олно. Тэгвэл 



и а буюу п 


4С 2 


2 

а‘ 
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Дисперсийг (3.1) үнэлэлтээр үнэлэх нь түүнийг хэт их болгодог 
талтай. Иймд а - ийн ойролцоо утга 



1 


N 


п — 1 


п 


Ү,(т1к - Сп) 2 

к=1 


хэмжигдэхүүнийг авч болно. Энэ үед магадлалын үнэлэхэд (( п — 
па)у/п/(т* хэмжигдэхүүн нь п —> оо үед хязгаартаа (0,1)— пара- 
метртэй нормал тархалттай гэдгийг ашиглана. Интегралыг тооцоо- 
лоход Монте - Карло аргыг хэрэглэх болон түүнийг бусад аргуудтай 
харьцуулсан талаар [4] номноос судлаж болно. 


8.4. Шугамчлах арга 

Практикийн асуудлуудад санамсаргүй хэмжигдэхүүнээс хамаа- 
рсан функцийн тархалтыг мэдэх явдал байнга тохиолддог. Энэ үед 
аргументын математик дундажийн орчинд функцийн Тейлорын за- 
даргааны шугаман гишүүний тархалтын функцииг ойролцоо тар- 
халтаар авч болох талтай. Шугаман гишүүн нь пийлбэр учир ой 
ролцоогоор нормал хэмжигдэхүүн гэж үздэг. Үнэндээ аргумент 
нь нормал тархалттай бөгөөд бага дисперстэй байх үед л шугаман 
хэсгийн тархалтыг нормалд ойрхон гэж үзэж болох бололтой. Ер 
нь функцийн шугаман хэсэгт хязгаарын гол теоремыг хэрэглэн нор- 
мал байна гэж үзэх нь их эргэлзээтэй эүйл. Аргументүүд нь бага 
дисперстэй нормал тархалттай үед нормал дөхөлтииг хэрэглэх бо- 
ломжтой тухай дараахь теоремийг авч үзье. 

Теорем 4.1. Сп = (Сш,- • • ,С«г), п = 1,2,..., нь төгслөг 

Е^пк — ®пк ( ^ = 1, • • •', г) т 

сог(С пк ,Сп/) = (к,1 = 1, • • • ,г) 

п 

моментуудтай п оо үед асимптот нормал тархалттай ба п оо 

үед 

( а пк - а к )у/п -» 0, Ъ к 1 (п) Ъ и 

биелэгддэг а = 6^, к, I = оршин байг. Мөн 

а = (а х , ..., а г ) цэгийн орчинд тодорхойлогдсон /( х ) = /(ж ь ..., х г ) 
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функц нь энэ орчинд хоёрдугаар эрэмбиин тасралтгүй тухайн уламж-| 
лалуудтай байг. Хэрэв 


= Е 


а/(в) д/(а) 


к,1=1 


Ьы > 0 


бол 


Vп /(^п1 > • * * ? ^пг) 

хэмжигдэхүүний хувьд п —> оо үед 

р / - /(д)) 


V 


<-ь*/ 


, 

е 2 аи. 


Баталгаа: /(а?),функц, түүний уламжлалуудын а п - (а П 1 , . ..,а лг ) 
цэг дээрх утгуудыг тэмдэглэе 


/: - дд »), я = 


Санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд 


у/п{г)п ~ /(«»)), 


г 


Л=1 


- ийн п -> оо үеийн хязгаарын тархалтууд тэнцүү байдгийг батлая. 
Үүний тулд 

А пк ~ |а; : \^ пк - а пк \ < |, 

А п — ("'] А пк 

к= 1 

үзэгдлүүдийг оруулъя. Чебышевийн тэнцэтгэл биш ёсоор 

Р(Ап) = Р({) А пк )< 

к =1 


< Е Р(А пк ) < п 3 '* Е ^2) 0, п оо. (4.1) 

/с=1 А=1 72 

А п олонлог дээр г\ п хэмжигдэхүүнийг Лагранжын үлдэгдэлтэй Тей- 
лорын задаргаанд бичвэл 

*?п = /о + /а ' (&»* — а ^) + 

Аг=1 
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энд 

1 г 

йп = X /ы * (Сп* “ а пА:)(^п^ — а п{)> 

/ы нь д 2 1/дх к дх1 уламжлалын (а п / + 0(6л - а п1 ),...,а пг + Ө(( пг - 
а пг)), 0 < Ө < 1, ЦЭГ дээрхи утга болно. Л п ОЛОНЛОГ дээр |^ггА: — «пА: I < 
1 /гг 3 / 8 , к — 1,..., г, мөн д 2 / /дх к дх\ нь зааглагдсан учраас 

|лАД„| < л /пА'-+ = +=, ш (4.2) 

ГГ */ 4 

Дурын 6 > 0 бүрд 


Р (|л/п^п| > е) = Р{(|л/аД п | > е) р|Л п | + 


+Р{(\у/пК п \ > в) Р А п }. (4-3) 

Нэгэнт е > 0 нь бэхлэгдсэн , (4.2) - оор п оо үед и> € А п - оор жигд 
\у/пК п \ “> 0 тул (4.3) - ийн баруун талын нэгдүгээр нэмэгдхүүн тэг 
рүү явна. Хоёрдугаар нэмэгдхүүн нь (4.1) - ээр дээрээсээ хашигда- 
на. Ийнхүү п -> оо үед Р ([у/пН^\ > е) -+ 0 болж Бүлэг 7 - ийн 
лемм 7.1 ёсоор батлах зүйл батлагдав. Санамсаргүй хэмжигдэхүүн 
С* нь хязгаартаа нормал тархалттай , п -> оо үед 

< 2 = Е /*/гм«) ->■ 

/ с ,/=1 


тул г} п - ийн хязгаарын тархалт нь (0, сг 2 ) - параметртэй нормал тар- 
халт байна. Эцэст нь у/п(г) п — /(а п )), —/(а))— үүдийн хязгаа- 

рын тархалт нь адилхан болохыг хялбархан үзүүлж болно. Теорем 
батлагдав. 

Теорем 4.1 - ийн нөхцөлийн үед теоремийн томъёололд орсон 
нормнлогч тогтмолууд НЬ #77п,1)7/ п - ийн асимптот томъёо- ны гол 
хэсэг болох талаар дүгнэлт хийж болдоггүй байна. Ийм дүгнэлт 
хийхийн тулд нэмэлт нөхцөл тавигддаг. 


8.5. Лабораторийн ажил 

1. Гологдлып тоог цпэлэх. N бүтээгдхүүн дотор М гологдол 
байв. N бүтээгдэхүүнээс санамсаргүйгээр п - ийг сонгон авч ча- 
нарыг шалгаад гологдлын тоог ойролцоо тогтоо ! 
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2. Магадлалыг упэлэх . Хайрцагт N *= 150 деталь багтана. Ми- 
нут тутамд хайрцагт санамсаргүй тоойы деталь орох бөгөөд энэ 
санамсаргүй тоо нь А = 2 параметртэй Пуассоны хуульд захирагда- 
на. Хугацааны үл огтлолцох завсарууда-Д хайрцагт орох деталийн 
тоонууд хоорондоо хамаралгүй. Цаг тутамд хайрцагт байгаа дета- 
луудыг тэргэнд аниж дараагийн боловср>Уулалтанд оруулна. Хуга- 
цааны эхэнд хайрцаг хоосон гэж үзээд Т = 100 цагт хайрцаг нэгт 
удаа дүүрэхгүй байх магадлалыг ойролцоо үнэлэх зорилгоор ста- 
тистик туршилтыг бОО^удаа гүйцэтгэ! Пуассоны тархалттай са- 
намсаргүй хэмжигдэхүүнийг загварчлахдая, хавсралт 1 - д байгаа 
аргыг ашигла! 

3. Интсгралыг ойролцоо бодох. Дар&ахъ интегралуудыг стати- 
стик загварчлалын аргаар ойролцоо бод: 



хдх 

1 + 81ПУ ’ 



со8 89аг . 

- =— : —ах 

5 + ~ 61П X 


тг/2 

3 ) [ _ _. 

/ (вт х + со8 х)л/зш 2х 

Эдгээр интегралуудыг тооцоолохдоо интегралыг яг утга а)1п2, 6) 0, 
Ь ) 7 г 2 / 4\/2 - оос хазайх алдаа нь Д = О>001 - ээс 0,95 магадлал- 
тайгаар хэтрэхгүй байх туршилтын то о п - ийг тус бүрд нь олж 
туршилтыг п удаа явуулж үр дүнг шинжил! 


8.6. Бодлого 

1. Тэгш хэмт шоог п удаа хаяхад гарсан онооны нийлбэрийг г) п 
хэмжигдэхүүнээр тэмдэглэе. Чебышевийн тэнцэтгэл биншйг 
ашиглан 

р (|^ “ 3 , 5 1 >€ )’ е>0, 

магадлалыг дээрээс нь үнэл! 
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2. Бернуллийн схемийн п + 1 туршилтып үр дүнгүүд нь , { п+1 
ба Р(& = 1) = р. Хэрэв 

'Пп ~ : & ~ &+1 = Б * = 1* 2,... 9 п} 

(өөрөөр хэлбэл дараалсан хоёр турншлтанд амжилт явагдсан 
байх хосуудын тоо) бол Чебьппевийн тэнцэтгэл бишийг аши- 
глан 

Р (|~ -Р 2 | > е) , б > 0, 

магадлалыг үнэл! 


У(1+Зр)(1-р) ' 

пс 2 


3. Санамсаргүй хэмжигдэхүүн ( нь (а, сг 2 ) - параметртэй нормал 
тархалттай бол Чебышевийн тэнцэтгэл бишийг ашиглан Р( — 
а| > 2а) магадлалыг үнэл! Үүнийг энэ магадлалын яг утгатай 
харьцуул! 


[0,25; 0,0455...] 

4. Хэрэв 6-, ^ 2 , • •., ... дараалал нь үл хамаарах бөгөөд 

Р(( к = ч/к) = Р(( к = -Л) = 

Р(6 = 0) = !^ 

тархалттай бол энэ дарааллын хувьд их тооны хууль биелэгдэх 
үү! ’ ‘ 


[тийм] 

5. Ямар нэгэн с > 0, а > 0 тоонуудын хувьд (0,с& а ) - параметрт- 
эй нормал тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүн к = 
1,2,..., дарааллын хувьд их тооны хууль биелэгдэх үү! 

[а < 1 үед биелэгдэнэ, а > 1 үед үгүй ] 
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6. Хэрэв дурын к, I - д соь({к ,&)| < С ба \к-1\ ->■ оо үед ст(( к , &) ->■ 

0 бол 6 » 6» ■ • • 1 Ск, ■ ■ ■ дарааллын хувьд их тооны хууль биелэгд 
дэг болохыг үзүүл! 

7. 6,6,... - санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд үл хамаарах бөгөөд 

Е% к — а, Б^ к = <т 2 < оо. Хэрэв 

болд дурын е > 0 бүрд 

Нш Р { - ■ - п — а 2 > = 0 

п ~+ °° \ п(п — 1) ) 

болохыг батал! 

8. М цагаан бөмбөг, N — М хар бөмбөг агуулсан хайрцагаас санам- 

саргүй түүврийн буцаалтгүй схемээр п бөмбөг сугалав. Энэ 
п бөмбөг доторхи цагаан бөмбөгийн тоог р п гэе. 

а) . Хэрэв ^ р , п = соп&1 бол 

Нт Р(р п = т) 

б) . Хэрэв А бол 

Нт Р(р п = т ) 

п —^оо, —^оо 

хязгааруудыг ол! 

[а).С“р т (1-р)"- т , Ь).^е- Л ] 

9. {х,..., санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нь үл хамаарах бөгөөд 

нэгэн ижил геометр тархалттай: 

Р(Ь=к) = (1-р) к р, к = 0,1,2,... 

а) . Тэнцэтгэлийг батал: 

*>(6 + • • • + е« = к) = СК2-х( 1 -р)V, & = 0,1,2,... 

б) . Хязгаарыг ол: 

Ит Р (6 + • • • + 6» - т = А: | 6 + • • • + > т ), к = 0,1,2,... 
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[(1 - р)р к ] 

10 . Санамсаргүй хэмжигдэхүүний дарааллууд ба 171 , * 

- ийн хувъд дурын е > 0 бүрд ^Нш Р(|^ п | < е) ~ 1, мөн п -> оо 
үсд Р(т 1 п < х) ^ Р(х) байдаг Р(х) тархалтын функц оршин 
байв. Тэгвэл дараахь сул нийлэлтүүд үнэн болохыг батал: 
п —»• 6о үед 

Р(г]п + & < х) =» Р(х) г Р(т?п(1 + 6») < ж) => Р(х). 

11. Электрон багажны сааталгүй ажиллах хугацаа ^ нъ а > 0 ма- 

тематик дундажтай а 1 < оо дисперстэй байг. Багажны саатал 
нь өмнө гарч байсан саатлууд ба сааталгүй ажилласан хуга 
цаанаас үл хамааран р магадлалтайгаар хөнгөн саатал (зөвхөн 
тохируулга хийх), д = 1 — р магадлалтайгаар хүнд саатал ( за- 
свар шаардана) байдаг. Багаж ажиллаж эхэлснээс хойш засвар 
хийх хүртэлх хугацааг т я гэвэл 

a) . Ет д , От ч - ийг ол! 

b) . д 0 үед т я /Ет я санамсаргүй хэмжигдэхүүний хязгаарын 

тархалтыг ол! 

12. Лаборторийн ажил 2 - д үзсэн бодлогын магадлалыг хязгаарын 

теорем ашиглан ойролцоо ол! Лаборторийн ажльш үр дүнтэй 
харьцуул! 

[0,265] 

13. Тэгш хэмт шоог тг удаа хаяхад буусан онооны нийлбэртэй тэн- 

цүү байдаг 7] п санамсаргүй хэмжигдэхүүний хувьд 

р(| ^-3,5 |>0,1) <0,1 

байхаар п - ийг олоход хязгаарьш гол теоремийг ашигла! 


[п > 790] 



Бүлэг 9. 

Марковын хэлхээ 


9.1. Тодорхойлолт 

Энэ бүлэгт хамгиин энгиин санамсаргү и нроцесс болох төгсгө- 
лөг Марковын хэлхээний тухай авн үзнэ. 

Тодорхойлолт 1. I = 0,1,... сан^мсаргүй хэмжигдэхүү- 
нүүдийн дарааллын хувьд & бүр нь N = {1,2,..., /V} тоон олонлогт 
утгатай, өөрөөр хэлбэл Р (Ь = к) = 1, * = 0,1,, байдаг са- 

намсаргүй хэмжигдэхүүн бөгөөд дурын 0 $ ^ < * 2 <...<*„< л < 

< (п = 1,2,...) мөн дурын г,у € М, В ъ ..., с N - ийн хувьд 

Р(6'= 3 I & € ... ,6„ € В„, 6 = 0 == Р(е, = Л6 = *) (1.1) 

биелж байвал ^ дарааллыг 1,2,..., Л' төлбвүүдтэй Марковын хэл- 
хээ гэж нэрлэнэ. 

Ер нь судлаж байгаа системийн төлөв нь хугацааны I эгшинд 
солигдох бөгөөд санамсаргүй хэмжигдэхүүзвдй авах утга нь эдгээр 
төлөвийн дугаарууд гэж ойлгож болно. Дэз рхи (1.1) нанар нь хуга- 
цааны ^ эгшинд системийн төлөв байдал ©Ьөгдсөн байхад ирээдүйн 
^ эгшинд [I > ямар төлөвт байх нь систе М ийн өнгөрсөн төлөвүү- 
дээс өөрөөр хэлбэл € -Вх,..., 6 В п ) үзэгдлээс үл хамаарна 

гэсэн үг юм. (1. 1) - ийг Маркоьын нөхцөл ГЭ ж нэрлэдэг. 

Тодорхойлолт 2. Хэрэв дурын г,6 ДГ _ д 

Р(&п = 116 = *) = Рч, < = 0,1,2,..., (1.2) 

магадлалууд нь I - ээс үл хамаарах бол - г нэгэн төрлийн Мар- 
ковын хэлхээ гэдэг. Нэгэн төрлийн Марко еьш ХЭЛХЭЭНИЙ Р = ||ру|| 
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матрицыг шилжилтийн магадлалын матриц, 


Р({ о = &) = Чк 


магадлалуудаар тодорхойлогдох 

9= (0ъ---,?лг) (1.3) 

векторыг гарааны магадлалын вектор гэж нэрлэнэ. 

РцЛх ~ үүдийн хувьд дараахь чанарууд биелэгдэнэ: 

N N 

Рц > 0 , д> 0 , Е^ = Еро = 1 - ( 1 - 4 ) 

3 =1 .7=1 

(1. 4) нөхцөлийг хангадаг дурын Р = \\р^\\ матрицыг стохастик 
матриц гэнэ. Мөн (1. 4) - ийг хангадаг (1. 3) вектор бүхэн нь 
гарааньг магадлал болно. 

{6, к = 0,1, -. -,} гэсэн нэгэн төрлийн Марковын хэлхээний га- 
рааны магадлал <? = (</ 1 , -. -, ддг) шилжилтийн магадлалын матриц 
Р = \\рц\\ бол энэ хоёрын тусламжтайгалр дурын I - ынхувьд &>&>••! 
..., 6 - үүдийн хамтьга тархалтыг тодорхойлж болдгийг харуулъя. 
Үржвэр үзэгдлийн магадлалыг олох томъёог ашиглавал: 

Р (&0 = ^О, 6 = Н, • - • , 6—1 — 6 == г <) — Р(€о = ^о)' 

*^°(6 = г г|6 = *о) * Р(Ь = ^16) = *о».6 ~ н) • •• 

*Р(6 = ' * *? 6-1 = ^-г)* (1-5) 

(1. 1) нөхцлийг тухайн тохиолдолд аошглавал дурын з = 1,2,... 

бүрд 

Р (^8 = ^5,|6) = ^О? • • • , 6 — 1 — ^5—1) — ^(6 — ^$!б-Ц6—1)* (1-6) 

Энэ нь нэгэн төрлийн Марковын хэлхээний хувьд (1. 2) ёсоор 

^(6 = 6 | 6 -Т = 6 - 1 ) = Рг 9 й- 1* 

Үүнииг тооцон (1. 6) томъёог (1. 5) томъёонд атлиглавал: 

^(6) = Н * * * ? 6 = '**) = Я*оР*0пР* 1*2 * ’ ■ (1-7) 


боллоо. 
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Бид тодорхой шинж чанарыг хангадаг & санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүыүүдийн дараалал Марковын хэлхээ болдог гэж тодорхойллоо. 
Үнэхээр ийм дараалал орпшн байх уу гэдэг асуудал гарч ирнэ. Ду- 

N 

рын вектор д = (д г (д, > 0, Е Чг = 1), дурын стохастик 

1—1 

матриц Р = || ||, дурын Т бүхэл тоо аваад д гарааны магадлалын 

вектортэй, Р шилжилтийн магадлалын матрицтай Марковын хэлхээ 
болдог санамсаргүй хэмжигдэхүүний &, 2 = 0, 1, 2,..., Т, дараалал 
ба тэдгээр санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүД тодорхойлогдсон магад- 
лалын огторгуйг олж болно гэдгийг үзүулье. 

^ - {«о, н,..., гт}, П,,. ■, %т € ЛГ, 

эгэл үзэгдлүүдээс тогтсон П = {о?} оггоргуйг эгэл үзэгдлийн ог- 
торгуй болгож авъя. и> = {г 0 , й,..., г’т} ?гэл үзэгдлийн магадлалыг 

Р(“) = ЧгоРчпРчъ ■ ■■Р<Т- 1 <Т 

- ээр тодорхойлоё. Энэ магадлал нь мэдээжээр П - ийн бүх боломжит 
дэд олонлогуудын магадлалыг тодорхойдыо. Ийнхүү бид магадла- 
лын огторгуйтай боллоо. Энэ огторгуй дээр санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнийг доорхи тэнцэтгэлээр тодорхойлоё: 

6 = &(<*>) - 6 (* 0 ,* 1 ,• ■ •,*т) === *<> о <1 <Т. 


(^о, .. •, 6) _ ийн хамтын тархалтыг бодвол: 


Р(С 0 = * 0 , 6 = * 1 , • • • , 6 = **) = 

= 52 Р(6> = * 0 , 6 = *1> • • • > 6 = **> 6+1 = Л> • • • > 6г = Зт-Й = 

Л,— >ЗТ-г€№ 

= 53 ЯгоРгог^ * ‘ ' * Рп .71 ? ’ * ’ РзТ-1-13Т-% “ 


ФоР* 0»1 ’ ’ *Рч- 1 П I ^З 53 Рп32 ’ ’ * 53 Рзт-*+13Т~* 

\31^ зт-г^ 

ФоР*0‘»1 " Р»*_1П' 

Энэ хамтын магадлал нь (1. 7) томъёотой яг адил болохыг харж 
байна. Эндээс & санамсаргүй дарааллый хувьд даргъахь магаддал, 
нөхцөлт магадлалуудыг тооцоолон олбол 
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Г Р(Со — 1о) Я*оРг о*1 ’ * * Рй- 1 П Фо ч 

н 

2. .Р (6 “ & = - - • > 1 ~ 1) “ 

_ -Р(&—*(),...,& =**) __ 9»0 Р »0»1 ••'Р»<-1Й __ 

— ^(Со=*о,-,Р*-1=4-1) ^*оР*о г Г” р й-2**-1 Рч-ги- 

Ийнхүү 6 нь <7 гарааны магадлалтай, Р шилжилтийн магадлал- 
тай Марковын хэлхээ болж байна. '(1. 6) томъёо нь (1. I) - ийн 
тухайн тохиолдол болох нь илт. Гэтэл (Г 6) - аас (1. 7) мөрдөж бай- 
гаа. Харин (1. 7) - оос (1. 1) мөрдөх нь тодорхой боллоо. Ийнхүү 
(1. 1), (1. 6) хоёр нь эквивалент нөхдөлүүд болж байна. 

Мөн нэгэн төрлийн Марковын хэлхээний хувьд дурын з тоо авах- 
ад ^ N бүрд 

Л6 +*-Л 6 = 0 = Л 6 = Л 6 > = 0 


байна. Үүнийг (1. 7) хамтын магадлалын томъёог ашиглан шууд 
тооцоолон олж болно: 

Р(&+$ ~ 3 | 6 = 0 ~ Р((,1+ 3 = з I &) = ^О? • • • 5 6—1 — = ®) = 

~ У! Р ( 6 +з ~ 3 -) ^ 3+1 = 31 ч • • ■ 1 6+$-1 “ Зг —1 I Со = ^О? • • • 1 6 — г) = 

71...Л-1 

Р(Ь — г 0? • • • ? 6 г 7 6+1 3\ у * * » ? 6+2—1 ~ З ^ -1 > б+^ *“ 3) _ 

Р(& ~ г 01 • • • 1 6~1 = 6 “ 2 ) 

^ОР*о*1 ’ ’ *Р*в~ 1« * Р»Л 1 'Р3132 ' ‘ ‘ РзХ-2 Н~\РзЬ—\3 


= Е 


= Е 


= Е 


^ ЧоР*0*1 ’ Р* 1*2 * * ’ Р*в—1* 

” Р*3\РпЗ 2 ’ ’ ’ Р.?*- 2 Л -1 ’ Рзг~\3 ~ 

Л --%7*—1 

Л6 == 0 • Р*л • Р 3132 ' ’ * Рл-231-\Рзг- 


Р{Со = г) 

= 53 Л6 - л»6 = Л • • •, 6-1 - Ль 6 = У I & = о = 

Л ..-У*-1 

= р (& = Л€» = 0- 

Ийнхүү энэ магадлал пъ з - ээс үл хамаарах болж байгаа тул 


р (6+* = Л & = * 1= рн(0 

гэж тэмдэглэе. Энэ р^*($), € ЛГ, матрицийг г төлөвөөс I хугацааны 

дараа у төлөвт ирэх магадлал гэж нэрлэдэг. 
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Жишээ 1. [0, п) хэрчмийн бүхэл цэгүүдээр үсрэх бөөмийн 

хөдөлгөөн буюу тэнүүчлэлийг авч үзье. & нъ хугацааны I (/ = 
0,1,2 ,...) эгншнд бөөмийн байрлалын координатыг зааж байг. Да- 
раагийн эгшинд бөөм нь зүүн баруун аль нэг тал уруу нэг л алхам 
хийж хөдлөнө. Өөрөөр хэлбэл бөөмийн хөдөлгөөнийг 1 ба - 1 эгэл 
үзэгдэлтэй үл хамаарах туршилт жолоодно: 




/6 + 1 

“ 16 -? 


хэрэв I - р туршилтанд 1 гарсан ба & < п, 
хэрэв I - р туршилтанд - 1 гарсан ба 6 > 0. 


Хэрэв & = 0 эсвэл 6 = п бол бөөм тэндээ пшнгэж үлдэнэ. Ийм 
схемийг хоёр талдаа шингээх дэлгэцтэй саыамсаргүй тэнүүчлэл гэж 
нэрлэдэг. 1 ба —1 үзэгдлүүд нь р ба 1 — р магадлалтай явагддаг 
гэж үзье. Мөн &> — к ф 0, /с ф п болог. Тэгвэл 6 - нь 


* = ( 0 , 0 ,...,‘ 0 ,^ 0 ,..., 0 ) 

к 

гарааны магадлалтай 


1 

0 

0 

... 0 

0 \ 

1 - р 

0 

Р 

... 0 

0 

0 

1 -р 0 

... 0 

0 

0 

0 

0 

... 0 

р 

о 

0 

0 

... 0 

1 / 


шилжилтийн магадлальга матрицтай Марковын хэлхээ болно. 
Жишээ 2 . 


Р— | | | — 1) — 9з — 0, 


гэж өгөгджээ. Эндээс харахад 2 ба.З - р төлөвөөс 1 - р төлөвт 
шилжилт явагдахгүй байна. Иймд дээрхи магадлалуудтай & хэлхээг 
авахад 


Р(6 = 1) = Р(6 = 1,6 = ,6 = 1) = 


- Р(6 - 1 )Р(6 = 1 | Ь = 1)...Р(6 - 1 I 6-1 = 1) 


— 
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Хэрвээ .4 нь Марковын хэлхээ & үргэлж 1 - р төлөвт байх үзэгдлийг 
тэмдэглэсэн бол 

ОО 

А=р){6 = 1} 

гэж бичиж болох ба = 1} үзэгдэл пь I -4 оо үед монотон буурах 
үзэгдлүүдийн дараалал үүсгэнэ. Иимд магадлалын тасралтгүйн 
аксиом ёсоор 

Р(А) = Пш Р(6 = 1) = Нш 3~* = 0. 

9.2. Төлөв байдлыг ангилах 

Марковын хэлхээ I = 0, 1,2 ,..., - ийн шилжшгтийн магадла- 
лын матриц |(р^(2)||- Хэрвээ Марковын хэлхээний * төлөвийн хувьд 
ямар нэг ' Д Рч(& о) > 0, ба дурын I - д р^(1) = 0 байдаг ] төлөв ол~ 
дож байвал энэхүү г төлөвийг чухал бус тпөлөв гэж нэрлэнэ. Бусад 
тохиолдолд чухал төлөв гэнэ. 

Зүйл 1. 1 - ийн жишээ 1 - д 0 6а п нь чухал төлөв бусад нь чухал 
бус төлөв болж байна,. Жишээнд 2 - д 1 нь чухал бус төлөв, 2 ба 3 
төлөв нь чухал төлөвүүд болно. 

Чухал төлөвүүдийн олонлогоос г, ] хоёр төлөвийн хувьд ямар нэг- 
эн ~ Д о) > 0 бол г төлевөөс ] төлөв нь мөрдөж байна гээд г -4 ] 
гэж тэмдэглэнэ. Төлөв бүрийн хувьд рп(0) — 1, мөн рц( 0) = 0, г Ф ] 
гэж үзнэ. Хэрэв г,] хоёр нь бие биеэсээ мөрдөж байвал г «4 ] гээд 
харилцан мөрдөх төлөвщд гэнэ. Харилцан мөрдөх төлөвүүдийн 
хувьд 

1. Тэгш хэмт : г 44 ], ] 44 г, 

2. Р ефлексив : * «• г, (р! ?) = % = {(, Щ) , 

3. Транзатив :(ш ], ] Н ^) г <4 Ь 
чанарууд шууд гарч ирнэ, 

Иймд чухал төлөвийн олонлог нь төгслөг тооны харилцан үл 
огтлолцох бие биедээ үл шилжих өөр дотроо харилцан Мөрдөх тө- 
лөвүүдзэс тогтсон дэд олонлогуудад хуваагдана: 

Я* = Ех + Ег + --- + Е т . 

IV* - ийг чухал төлөвүүдийн олонлог Е г ,..., Е т - үүдийг цл задрах 
ангиуд гэдэг. Өөрөөр хэлбэл Е{ нь чухал, харилцан мөрдөх төлөвүү- 
дээс цэвэр тогтоно. Хэрэв Марковын хэлхээний төлөвийн олонлог нь 
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ганц үл задрах ангиас тогтож байвал түүнийг цл задрах хэлхээ гэж 
нэрлэнэ. 

Жишээ Г 

Р = ( 1 о ) ’ ч ' = 92 = °» 

байв. Энэ хэлхээний хоёр төлөв нь харилцан мөрдөх чухал төлөвүүд 
байна. Хэлхээ маань үл задрах болох нь илэрхий. I = 0 д систем 1 
төлөвт байх, I алхамын дараахь 2 төлөвт ирэх магадлал : 


Рп(0 = 


2 


1 төлөвт ирэх магадлал: 


Рп(1) = 


! + (-!)* 
2 


болох нь шууд харагдаж байна. 

Жишээ 2. Амжилт явагдах р (0 < р < 1) магадлалтай үл ха- 
маарах Бернуллийн Т + 1 турншлтын схем авч үзье. Турншлтын 
дугаарыг I — 0,1,..., Т гэж авна. Хэрэв 0,1,2,..., I дугаартай тур- 
1 пилтуудад явагдсан амжилтын тоо сондгой бол 


6 — 1 * 


тэгш тоо бол 

6 = 2 

байдаг & санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг оруулъя. Хугацааны I эг- 
шинд амжилтын тооны тэгш, сондгой нь мэдэгдэж байг, тэгвэл да- 
раачийн (^+1) эгшинд тэгш буюу сондгой байх нь ээлжит турпшлтын 
үр дүнгээр л зөвхөн тодорхойлогдоно. Турншлтууд нь үл хамаарах 
билээ. Иймд 

^(6+1 = 3 I 6 = * 0 , 6 = Н, ■ ■ ■ , 6-1 = 6 - 1 , 6 = 0 = 

= Р( 6+1 = 3 I 6 = 0> = 1,2. 

Ийнхүү &,$ = 0,1,..., санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн дараалал| 
нь Марковын хэлхээ үүсэж байна. Хэлхээний төлөв нь зөвхөн ээл- 
1 жит турпшлтын дүнд амжилт гарах үед л хувирах тул 


Ри = Д6 = 1 I 6> = 1) = 1 -р = Ч, 
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№2 = -Р(6 = 2 | 6 = 2) = д. 

Үүнтэй адил 

Р12 = Рп = Р 
11 = Р, 12 = 1 

гэдгийг харж болно. /?,_,(0 магадлалыг хялбархан тооцоолж болно. 
Жшпээлбэл: 

№1 

№(«) = П6 = 116 = 2) = Е С? к+ У к+1 ч <- 2к -\ 

*=0 

Энэ нь ^ удаа туршидт явуудахад (I > 1) сондгой тооны амжилт 
гарсан байх магадлал болно. 


9.3. Шилжилтийн 

магадлалын тэгшитгэл 

Хугацааны эаавал дараалсан эгтнинд биш жшнээлбэл ялгаатай 
..., эгшинүүд дэхь төлввүүдээр тодорхойлогдох 

(&1 = = ^2) * ‘ * 1 = ^в) 

үзэгдлийн магадлалыг тооцоолох асуудал гардаг. Юуны өмнө дээр~ 
хи үзэгдлийн магадлалыг р^(1) хэлбэрийн магадлалуудаар илэрхий- 
лж болно. Бүтэн магадлалын томъеог ашиглавал 

Р(6> = 6,...,6, = 6) = 

= Е Р(6 = к)Р(Ь = /х, ■ • ■, 6. = М 6 = *) = 

= Е р(«о = к)Р(бх = 616 = *)р(& = / 2 16 = л.6» = 6) • • ■ 

•Р(6. = 6 16 — Г 61 = 6, ■ • - ) 6,-1 = 6-0 = 

= Е р(6 = *ор(6> = 616 = *)р(6 2 = 6 16, = 6) • • • 

• Р (6. = 6 | 6.-1 = 6-1) = 
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N 

= Е 9кРки(^)Р1^2 ~ <1) • •?/,_ г (.(*а - <*-0- 
*=1 

Дээрхи цуврал тэнцэтгэлд бид эхлээд үржвэр үзэгдлийн магадлгилыг 
нөхцөлт магадлалаар илэрхийлэх томъёо дараа нь Марковын нөхцөл 
сүүлд нь нэгэн төрөл чанарыг ашиглав. 

Дээрхи томъёоны эцсийн илэрхийлэлд байгаа р^(1) хэлбэрийн I 
алхамын дараахь магадлалуудыг нэг алхамын дараахь магадлал бу- 
юу - үүдээр илэрхийлэх хэрэгтэй байдаг. Үүний тулд дараахь 
теоремЫг батлая. 

Теорем 3. 1. Дурын - д 

N 

Рц(* + $) = ^2р,к{з)РкзИ), гД = 1,2,...,IV. (3.1) 

к =1 

Батпалгаа: Р(&+ 8 = .7 | & = 0 магадлалыг бүтэн магадлалын 
томъёогоор тооцоолбол: 

т+.=Жо = 0 = 

= = * | & = | = »,е, = *) = 

= Е р(е. = * 1 & = ор( 6 +»= 7 1 6 = *) = 

= ЕП6 = * I 6> = *)Р(6 = Л & = *). 

Энд бид Марковын нөхцөл, нэгэн төрлийн чанарыг ашиглав. Теорем 
батлагдав. 

Хэрэв Р(1) =|| р^(Р) || матрицийг оруулбал теоремийн дүгнэл- 
тийг 

Р(* + д) = Р(з)Р(*) 

хэлбэрт бичиж болно. р^( 1) = р^ тул Р( 1) = Р болно. Р - ШЕЛЖИЛ- 
тийн магадлалын матриц. Ийнхүү 

Р(1) = (Р(1)У = Р\ 

Энэ томъёогоор р{](Р) магадлалуудийг тооцоолох ба мөн I оо 
үед түүний чанарыг судлах боломжтой. Үүнд матринцйн онолын 
дүгнэлтүүд ашиглагдана. Шилжилтийн магадлалуудыг холбосон 
(3. 1) тэгшитгэлийг Колмогоров - Чепмений тпэгшитпгэл гэнэ. 
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9.4. Стационар тархалт 
хязгаарын тархалт 


Дурын I эгшинд <5 - ийн тархалтыг гүйцэд магадлалын томъёог 
ашиглан олбол 

N 

Щ* = з) = Ү, ЧкРкА*). 

к= 1 


Р (^1 = ]) магадлалууд * - ээс. хамаарахгүй байх тохиолдол байдаг. 
Тэр тохиолдол хэдийд байж болохыг тодоруулъя. 

Тодорхойлолт 3 . Хэрвээ Р =|| р^ || шилжилтийн магадлалын 
матригцлн хувьд 

Чк> 0 > к 

52 Як = 1. 52 ЧкРЪ = ЯА 3 = 1, • • •, м 

к—1 к= 1 


нөхцөлийг хангадаг <?* = (д^,..., вектор оршин байвал түүнийг 
Р шилжилтийн магадлалын матрицтай Марковын хэлхээний стпаци- 
онар тархалт гэж нэрлэнэ. 

Хэрэв Марковын хэлхээний гарааны магадлал нь түүний стаци- 
онар магадлалтай давхцаж байвал: 


Р{(о = к) = д к - я1, 


дурын 2 эгшинд & - ийн тархалт нь стационар магадлалтай давхцана. 
Р(^к = к) = ^ өөрөөр хэлбэл & - ийн тархалт I - ээс хамаарахгүй. 
Үнэндээ индүкцээр 

< = 1,1°(е1=д = Е«йр^ = г- 

к=1 

г = 2, р(& = я = 52 9*№( 2 ) = 52 я1 • 52 рырц = 

к= 1 А;=1 (=1 

52(52 9* • ры)ру = 52 я*ри = я* 

Ы1 к=1 /=1 

п = Г Р{Ь =з) = 52 9кРУ (*) = 9* 

к=1 


гэх мэт 
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үнэн бол 

N N 

п = 1 + 1, Р(6+ 1 = 7) = ]С + Х ) = И)9г’Ру(*) = 9} 

к —1 к ~1 

болно. Энд бид шилжилтийн магадлал^н тэгшитгэлийг ашиглав. 
Гарааны тархалт нь стационар тархалтт№ давхцдаг Марковын хэл- 
хээг стационар хэлхээ гэж нэрлэдэг. Одс>о бид Марковын хэлхээний 
нэгэн чухал ангийн хувьд хязгаарын м^гадлалын тухай теоремыг 
томъёолъё. 

Теорем 4.2. Хэрвээ ямар нэгэн 1 0 0 - д Р*° матрицийн бүх 

элементүүд эерэг байвал дурын 6 N <шахад 

Нт^Д) = д) 

байна. Фөрөөр хязтаартаа стациотар таргалгтт өтт ижт. 

Баталгаа: Хэрэв т^(Ь) — гшгцр^Ц), МД^) = тах^р^Д) гэж тэмд- 
эглэвэл 

т 3 (1 + 1) — тт р^(Ь + 1) = т> 

V . * *=1 

лг 

> штГ^ -ттр/ДЦ = т 3 (1) 

1 к~\ 1 

болно. Ийнхүү т$) < т 3 (г + 1), яг үүнтэй адилханаар М 3 (1) > 

М 3 (1 + 1) гэдгийг баталж болно. Иймд № 3 (1) < Рч(1) < М 3 (1) учраас 

теоремыг батлахад Ь оо үед М 3 (1) — тДО —> 0 гэдгийг үзүүлбэл 

хангалттай. Ямар нэгэн 1 0 ~ д е = гшпдеД^о) > 0 байг. Тэгвэл 

о 

ЛГ N 

Рч(1 о + <) = 53Р«*(*о)Яу(*) = ХДт^(*°) ~ е Рзк(1))Ръ(1)+ 
к =1 к =1 

N ЛГ 

+е X) Рзк(*)Ркз(Ь) = ]^(р«*(*о) ~ ОД*(0)л>(0 + ЗР«(2*)- 

*=1 А :=1 

Цаашаа р гк (1 0 ) - ер,*(*) > 0 тул 

лг 

Рч(Ь о + 0 > тД*) • ^Г(р»*Цо) - 6Рзк(Ь)) + еРп( 24) = 

*=1 


- т,(2)(1 - ^) + гр ; Ц2г). 
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Эндээс 


т 3 (г о + Ь) > ГП 3 (1)( 1 - е) + ер 33 (2Ь). 
Үүнтэй төстэй замаар олбол 

М 3 (Ь о + Т) < М^(2)(1 — б) + ер^(22). 
Сүүлчийн хоёр тэнцэтгэл бшпийг нийлүүлбэл 

М 3 (1 о + ь) - т 3 (1 о + Ь) < (М 3 (Ь) - т,(*))(1 — б) 


болж п —> оо үед 


М 3 (п1о + Ь) — т. 3 (п1 о + ^) < (М 3 (Ь) — га^(2))(1 — е) п -> 0 


болж байна. Ийнхүү ямар нэгэн дэд дараалал Ьр —> оо үед М^-(^) — 
гаД^з) 0 боллоо. Эндээс МД2) — т^) ялгавар нь Ь - ээрээ монотон 
тул Ь —> оо үед М ; (г) — га^) —> 0. Ийнхүү Нт^оор^) = Л* хязгаар 
г - ээс хамааралгүй орпшн байна гэж мөрдөнө. Энэ нь стационар 
тархалт гэдэг нь шууд батлагдана. Теорем батлагдав. 

Нэгэн төрлийн Марковын хэлхээний хувьд Р(1 0 ) = Р ч учраас ду- 
рын төлөвөөс Ь 0 хугацааны дараа эерэг магадлалтайгаар дурын өөр 
төлөвт очиж болохыг теоремын нөхцөл харуулж байна. Энэ теоре- 
мьгн нөхцөл биелэгдэж байвал гарааны магадлал ямар байхаас үл 
хамааран 


}ЬаР(Ь=Л = $ 


байдаг. Үнэхээр д = (д^,.., д п ) гарааны тархалт бол 




АГ 


N 


Иш Р(6 

г—*оо 


з) = Ьп Е ЯкРк,а) = Е Яп ШрцЦ) = Ү,Як Ч* = д*. 


к =1 


к =1 


к=1 


Ийнхүү систем ямар нэгэн ] төлөвт байх магадлал хязгаартаа га- 
рааны магадлалаас хамаардаггүй байна. 

Жишээ 1. Бидний үзсэн жишээ 2 - д 


Р = 


байгаа. Стационар тархалтыг ольё. Үүнийг (<? 1 , <? 2 > Зз) гэвэл 



я 1\ 


41, 


4*Л + Я 2 2 + Яз\ -я* 2 , я1> 0,вГ + Й + ч5 = 1, 

яЛ+яЛ + яй =Яз, 
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систем тэгшитгэлийн шийд байх ёстой. Эндээс 


Харин 


я! = = ч ; = 


11ш Р* - ц* 

‘Ь —^оо 


дүгнэлт нь дээр үзснээс нилээд хүнтэй үр дүнгээс мөрдөнө. 3 - р 
жишээнд 


(Л) 


бөгөөд индүкцээр бичвэл 

Р 2 


( 1 М Р*=(° М Р 4 = /1 0 
V 0 1 ) ’ \ 1 0 / ’ \ 0 1 


гэх мэт үргэлжилнэ. Стационар тархалт нь 

«Г • 0 + <й • 1 = «Г, 


{ 


«Г • 1 + 92 ■ 0 = «2, 


91 + 92 = 1 - 


тзгшитгэлээс 


* . 1 . П 1\ 

* = «’ = 2 ’ 9 — ^ 2 ’ 2 / ' 


Хязгаарын тархалт оршихгүй гэдэг нь Р - ийн зэргүүдээс шууд 
харагдаж байна. 

Жишээ 5 (Саатпуулагч дэлгэцтэй санамсаргцй тпэнуцчлэл). 0,1,| 

.. -, п утгуудаар бөөм хөдөлж байна. Шилжилтийн магадлалын ма- 
триц нь 



* 9о 

Р 

0 

0 

... 0 0 \ 


9 

а 

Р 

0 

... 0 0 


0 

9 

а 

Р 

... 0 0 

р - 

0 

0 

9 

а 

.... 0 0 


0 

0 

0 

0 

... а р 


0 

0 

0 

0 

... ц Ро ) 

р > 0 7 а > 0, ц 

>0, 

II 

* о 
Сгч 

а + д, Ро = 


Р п 1 матрицийн бүх элементүүд тэгээс эрс их болох нь шууд ха- 
рагдаж байна. Иимд теоремын нөхцөл биелэгдэх тул 


= = (9о,9*1,---,9ш) 
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хязгаарын тархалт оршин байна. Стационар тархалтыг олох тэг- 
шитгэл 

' Яо 'Яо + Яг ■ р = Чо 
Я 1 'Я + 42 * « + Яз ■ Р = «2 

< 

4»-2 ‘ 9 + 9«-1 • а + Чп 'Р = $п-1 
, Яп-1 ‘Я + Яп'Р0 = Яп- 


9.5. Марковын хэлхээг загварчлах 

Төлөв байдлын N = {1,2,..., Л^} олонлогтой нэгэн төрлийн Мар- 
ковын хэлхш {&, $ = 0,1,2,...} өгөджээ. Түүний гарааны магадлал 
= (</ ь ..., д^), шилжилтийн магадлалын матриц 

Р = ||р^||^1,^=1,ЛГ. 

Энэ хэлхээг загварчлах алгоритм нь хоёр шаттай. Эхлээд 

= г = 1,2,((5^ = 1) 

*:=! 


элементүүдтэй 


С — («1, . . *, <Эп-1, 1) 


вектор. 


з 

^ ^ ргк-) Б 3 = 1?2, . 


•. (тг^ = 1) 


элементүүдтэй 


^ |и=1, ЛГ^=1Л 


матрицийг тус тус оруулна. 

1 - р птат: Гарааны утга ^ 0 ~ ийг загварчилна. Үүнд хэрэв о: 0 нь 
[0,1] хэрчимд жигд тархсан санамсаргүй хэмжигдэхүүний утга бө- 
гөөд (5^_х < а 0 < фг ((Эо = 0) байвал = г болно. Энэ нь N ширхэг 
утга авдаг дискрет санамсаргүй хэмжнгдэхүүнийг загварчлах ал- 
горитм билээ. 1 - р шатаар гаргаж авсан Марковын хэлхээний га- 
рааны утгыг = х 0 гэж тэмдэглэе. 

2 - р шат: Энд -> * • • гэсэн шилжилтүүдийг загвар- 

чилна. Гарааны утга х 0 бол 7Г* 0 *, г = 1,2,..., Л^, - магадлалууд, 
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мөы жигд тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүний утга <т г - ийг 
ашиглан жишилт хийж 

Те 0 1 — 1 ^ ^ (^"хоО ~ 0) 

байвал = г гэж авна. Ийнхүү —> ^1 пшлжилт явагдана. ^ - ийн 
авсан утгыг Х\ гэж тэмдэглэе. Одоо тт Г1 {, г = 1,2, магадла- 

лууд, а 2 утгыг ашиглан ^ 2 ийн утга .с 2 - ийг дээрхийн адил гаргаж 
авна. Энэ нь & —> { 2 шилжилт явагдлаа гэсэн үг. Гэх мэт цааш 
үргэлжлүүлэн а 0 , а^,..., а п утгуудыг ашиглан Марковын өгөгдсөн 
хэлхээний нэгэн реализац болох 

*^05 ®1, * * • > 

п + 1 урттай дарааллыг гаргаж авна. Энэ нь нэгэн төрлийн Марко- 
вын хэлхээний загвар болой. 


9.6. Лабораторийн ажил 


1 Марковын хэлхээ 1. Нэгэн төрлийн Марковын хэлхээний хувьд 
N = 2, — 0,321, 


/0,4 0,6 Л 
I 0,3 0,7 ) 

өгөгдсөн бол энэ хэлхээний п = 200 утгыг загварчла! 

2 Марковын хэлхээ II. Нэгэн төрлийн Марковын хэлхээнд 


N = 3; <?! = 0,5; </ 2 = 0,3; 

/ 0,2 0,3 0,5 Д 

Р = 0,4 0,2 0,4 

\ 0,1 0,3 0,6 / 

бол энэ хэлхээний п = 300 утгыг загварчла! 

3 Цаг уурын бодлого. Жил бүр усны түвшин янз бүр. Түв- 
шингийн хэмжээг дөрвөн завсарт хуваая. Хамгийн бага түвшинтэй 
завсарыг 1 төлөв, дараагийхийг 2 төлөв гэх мэт тэмдэглэе. 1 төлөв 
нь хэт хуурай гантай жилииг заана. 4 төлөв нь усархаг жил байх 
болно. Практикаас үзэхэд гантай жилээс шууд их усархаг жилд, 
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усархаг жилээс гантай жилд тпууд пгалжих пгалжилт явагддаггүй 
байна. Иймд ншлжилтийн магадлалын матриц нь 

/ 0,2 0,4 0,4 0 \ 

4 0,2 0,4 0,3 0,1 

0,1 0,4 0,4 0,1 ' 

0 0,4 0,5 0,1 / 

Хэдэн жилд дундажаар ган болохыг загвартлалаар тогтоо! 


9.7. Бодлого 


Марковын хэлхээний гарааны тархалт 


Я =(0,7; 0,2; 0,1) 

пшлжижтиин магадлалын матриц 

/ 0,1 0,5 0,4 \ 

Р = 0,6 0,2 0,2 

\ °. 3 * * 6 М °> 3 ; 

бол I = 0; 1; 2; 3 эгшингүүдэд хэлхээ нь харгалзан 1; 3; 3; 2 
төлөвт байх магадлалыг ол!. [0,0336] 

N — 1,2,..., N төлөвүүдтэй, ..., гарааны магад- 

лалтай, Р = ||ру|| шилжилтийн магадлалын матрицтай нэгэн 
төрлийн Марковын хэлхээ 2 = 0, 1,..., - ийн хувьд 

4 Р{Ь = 4 

магадлалуудыг д ба Р ~ ээр илэрхийл! 

[а.Е= г)Ърц х 

3. = 1,2,..., үл хамаарах нэгэн ижил Р(& = 1) = р, = 

— 1) = 1 — р тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн 
дараалал бол 

а - » 7 * = 6 ' 6+1 > 

*?1 = 6 • 6 •' - 6 > 

6. у>(-1,-1) = 1; </>(-1,1) = 2; </(1,-1) = 3; </(1,1) = 4 буул- 
галтаар тодорхойлогдох = </(&, & +1 ) < = 1,2,..., 

Марковын хэлхээ үүсгэх үү? Хэрэв үүсгэдэг бол шилжил 
тийн магадлалын матрицийг ол! 
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’ а. р = д = |үед үүсгэнэ. 

б. Үүсгэнэ : р 1Х = р,р~ ц = 1 — р. 

в. Үүсгэнэ : р и = р 2 з = Рз 1 = Р43 = 1 - р, 

Л Р12 = Р24 = Р32 = р44 = р. 

4^ N ширхэг хайрцагт санамсаргүйгээр бөмбөгийг нэг нэгээр нь 
дараалуулан байрлуулж байв. п дэхь бөмбөгийг байрлуулсны 
дараа хоосон хайрцагны тоог рДп) гэж тэмдэглэе. р 0 (п) у ц = 
0,1, 2 ,... дараалал нь Дарковын хэлхээ үүсгэнэ гэдгийг батал 
! Шилжилтийн магадлалын матрицийг ол! 

[Ркк = %,Ркк -1 = 

Б^Электрон энергийн Т түвшингүүдийн аль нэгэнд байрлах ба нэг 
секунтийн дараа г - р түвпшнгээс з - р түвшинд шилжсэн ма- 
гадла.п нь 

(а > 0; »,; * 1,... ,Г) 


байдаг. 

а) . Хоёр секундийн дараахь шилжилтийн магадлалыг ол! 

б) . С{ - тогтмолуудыг ол! 


\С\ — 1 — е С^ 


1+е- 


г;С 3 = 


14-е-“+е 


—За ] 


6. Марковын хэлхээ & - ийн төлөвүүдийн олонлог {—6; —5;..., 0; 1;.. 
... ,6}. Шилжилтийп магадлалын матриц Р нь 


Рц = 


{ 


1/12 

0 


хэрэв 7 — г + 1 < 0 эсвэл ] = г — 1 > 0, 
бусад тохиолдолд. 


Хэрэв 

«)• Ро.е = 1,Рсм = 0 (г ф *), 

б)- Ро,в = Ро,-в = \,Ро,г = 0 (| * \ф <) 

Ь). Ро,б = Ро,-ь = 2 , Ро,{ = о (* ф -5, г ф 6) 
тохиолдлуудад Марковын хэлхээний төлөв байдлыг ангил ! 


7. 1 - р бодлогын хувьд стационар тархалтыг ол ! . 


\(™ 11 ИИ 

»■' 47 1 47’ 47 Д 
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8, Хоёр хайрцагт N цагаан N хар бөмбөгийг хувааж хийв. Нэг хай- 

рцагт N бөмбөг байна. Нэгдүгээр хайрцаг дахь хар бөмбөгийн 
тоо төлөв байдлыг тодорхойлно. Хугацааны эгшингүүдэд хай- 
рцаг бүрээс нэг нэг бөмбөгийг санамсаргүй сонгон сольж хий- 
нэ. Үүсэх хэлхээний гаилжилтийн магадлалын матрицийг ол!. 
Стационар магадлал нь = С\ у- • С^~ к /С^,к = 1,2, 
болохыг батал! 

9. Марковын хэлхээний шилжилтийн магадлалын матриц нь 


Р = 


1 — а <у \ 

Р 1 -/? ) 


бол I алхмьш дараахь шилжилтийн магадлалын матриц 



_ 1 (Р , (1 - « - РҮ_ (а - а\ 

а + /3\Р а) (а + (3) \-(3 (3) 

болохыг батал!. Стационар тархалтыг ол! —^)] 

10. Хайрцагт эхлээд N цагаан бөмбөг байв. Эхний алхамд хайрца- 
гаас нэг бөмбөг санамсаргүй аваад түүнийг шинэ бөмбөгөөр 
солихдоо өмнөх түүхээс нь үл хамааруулан Р магадлалтай- 
гаар хар бөмбөгөөр 1 - р магадлалтайгаар цагаанаар оруулна. 
п дэхь алхамын дараа хайрцагт байгаа цагаан бөмбөгийн тоог 
Сп гэе. 

а) . С, нь Марковын хэлхээ мөн үү? р ч = Р(^ п+1 = ] | = 

*)=? .. 

б) . Ук 6 {0,1,..., IV} -Пт^-юо Р(^„ = к) = п к =?. 


а. ( п — Марковын хэлхээ мөн, 

Ра =Р + (ч + р)г/N ; рц- г = р 4 /р и+1 = Я (Ы +■ г)/Ы 

б. 7г = с%р м ~ к а к 



Бүлэг 10. 
Түүвэр 


10.1. Математик статистикийн бодлого 

Ямар нэгэн а хэмжигдэхүүн байжээ. ' Энэ хэмжигдэхүүнийг 
хэмжиж олох шаардлагатай байж гэе. Хэмжилтийн утгууд х г (ы), 
..., х п {и>) - ийг тухайн туршилтанд (и>эгэл үзэгдэл явагдсан үед ) ав- 
агдсан х 2 ,..., х п санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн утга гэж 
үзэж болно. Хэрвээ хэмжих багаж маань эвдэрхий бшп л бол Ех^ = а 
байх болно. Ийнхүү ажиглалтын утгуудаар үл мэд- 

эгдэх параметр а - г тодорхойлох хэрэгтэй болж байна. Энэ бол үл 
мэдэгдэх параметрийн үнэлэлтийн бодлого юм. 

Хэмжилтийн алдаа нь олон тооны жижиг алдаануудын нийлбэр 
байдлаар голдуу илэрч гардаг байна. Ийм тохиолдолд хязгаарын гол 
теорем ёсоор х^ санамсаргүй хэмжйгдэхүүн нь нормал тархалттай 
гэсэн таамаглал үнэнд ойрхон байх талтай юм. Ийнхүү тархал- 
тын хуулийн тухай таамаглалын статистик шалгалтын тухай бод 
лого гарч ирнэ. Жишээлбэл хоёр ижилхэн мөнгө хаях туршилтыг 
авч үзье. 

1 - р загвар: Г2 = {и^, и> 2 ,о; 3 }, энд - хоёр мөнгө хоёул сүлд буух, 
со 2 - хоёул тоо буух, и»з - 1 нь тоо 1 нь сүлд буух гэсэн эгэл үзэгдэл 
байг. Хэрэв энэ гурван эгэл үзэгдлүүд ижилхэн магадлалтай гэж 
үзвэл А = {и >1 ,со 2 } үзэгдлийн магадлал Р(А) = § болно. 

2 - р загвар: (I = {СС, СТ, Т6 Т , ГГ,} энд хоёул сүлд буух; 1 - р 
мөнгө сүлд, 2 - р мөнгө тоо буух; 1 - р мөнгө тоо, 2 - р мөнгө сүлд 
буух; хоёулаа тоо буух гэсэн 4 эгэл үзэгдэл байна. Эгэл үзэгдлүүд 
ижилхэн магадлалтай гэвэл А = {СС, ТТ} үзэгдлийн магадлал нь 
Р(А) = | болно. 
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. Ийнхүү нэгэн үзэгдлийн хоёр өөр магадлалыг олж тавив. Аль нь 
үнэн болохыг мөнгө хаях туршилт тавьж гсшйдвэрлэх шаардлагатай. 
Энэ бол таамаглал шалгах бодлого юм. 

Параметрийг үнэлэх бодлогонд байнга тохиолддог асуудал бол 
хэмжигдэхүүнүүдийн хоорондын хамаарлыг тогтоох шаардлагын 
үүднээс гардаг бодлогууд байдаг. Жишээлбэл у хэмжигдэхүүн 
нь ж х , Х 2 ,. •'., хь хэмжигдэхүүнүүдээс шугаман хамаардаг гэдгийг 
мэддэг байлаа гэе: 

У = Ао + А х хх + •.. + А к х к . 

Энд А 0 , А к ,..., А п коэффициентүүд нь үл мэдэгдэх тоонууд. Янэ ' 
бүрийн 

*&г2) • • • ? ^ = 1 ? , 72 

векторүүдэд (п ширхэг вектор) харгалзах 

= А 0 + А\Хц + ... + АьХцс + 

хэмжигдэхүүнүүд 7 / 4 , г — 1 ,..., п, нь г = 1 , 2 ,..., п алдаатайгаар 
хэмжигдсэн гэж үзье, ..., х^) утгуудаар А с , А х ,,.., А* коэф- 

фициентүүдийг үнэлэх шаардлага тавигдаж байна. Ийм төрлийн 
бодлогыг регрессийн бодлого гэж нэрлэдэг. 

Авн үзсэн жишээнүүдээс харахад үл-мэдэгдэх параметрийг үн- 
элэх, таамаглалыг сонгоход ажиглалт буюу хэмжилтиин үр дүн- 
гүүд өөрөөр хэлбэл турпшлтын өгөгдлүүд дээр үндэсдэн хийх болж 
байна. Ца аши д бид үл хамаарах хэмжилтүүдийн математик загва- 
рын тухай авч үзнэ. 


10.2. Туүвэр, туршилтын тархалт 

Түүвэр гэж юу болохыг тодорхойлохын өмнө жишээ авч үзье. 
Цагаан ба хар бөмбөг агуулсан хайрцагт чухам цагаан бөмбөг хэдэн 
хувийг нь эзэлж байгаа нь мэдэгдэхгүй байв. Энэ үл мэдэгдэх тоог 
үнэлэх асуудал гарлаа гэе. Буцаалттай санамсаргүй сонгох схемээр 
п бөмбөг авч үзээд сугалсан нийт бөмбөгний хэдэн хувь нь цагаан 
байгааг тооцоолбол энэ нь тг их үед үл мэдэгдэх тоонд ойрхон байх 
болно. Үүнийг санамсаргүй хэмжигдэхүүний хэлээр томъёолбол: 

Г 1 хэрэв к - рт сонгосон бөмбөг цагаан бол, 

Хк ~ [ 0 хэрэв к - рт сонгосон бөмбөг хар бол. 
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Тэгвэл жх,х 2 ,...,ж п санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нь үл хамаа- 
рах байна^ Түүж авсан энэ хэмжигдэхүүнүүд доторхи цагаан 
бөмбөгний эзлэх хувь (цагаан бөмбөг гарч ирсэн давтамж) х - ийг 
тооцоолох томъёо 

#1 Т #2 + ' ‘ * + #п 

X =-. 

п 

Тоогоор илэрхийлэгддэг хэмжилтийн үед хэмжилт бүрийн үр 
дүнг нь ямар нэгэн санамсаргүй хэмжигдэхүүн ^ - ийн авсан утга 
^(о;) гэж үзэж болно. Энэ ^ хэмжигдэхүүний тархалтын функц Р{х) 
нь хэмжих багажийн ншнж нанарыг тодорхойлно. Нэгэн ижил нөх- 
цөл орчинд хийгдсэн хэд хэдэн үл хамаарах хэмжилтүүдийг Р{х) 
тархалтын функцтэй төчнөөн тооны санамсаргүй хэмжигдэхүүн- 
ээр илэрхийлж болно. 

Тодорхойлолт 1 . Үл хамаарах нэгэн ижил Р{х) тархалттай 
(х*, к = 1 ,... , п) санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдээс бүрдсэн (ж^,... 
х п ) санамсаргүй векторыг п хэмжээтэй санамсаргцй гащвэр гэж 
нэрлэнэ. Мөн Р{х) тархалттай эх олонлогоос авсан п хэмжээтэй 
түүвэр ч гэж нэрлэдэг. 

Санамсаргүй түүвэр нь нэгэн ижил нөхцөлд явагдсан үл хамаа- 
рах хэмжилтүүдийн математик загвар болно. Хэмжилтийн ажил- 
лагаатай холбогдсон зарим бодлогуудад х\ 7 ..., х п - үүдийг нормал 
тархалттай гэж үзэж болдог. Харин дээр бидний үзсэн хоёр мөнгө 
хаях турншлтанд бол 

Р{х к = 1) = Рг, Р{х к = 0) = 1 -Рг, г = 1,2, 


магадлалуудтай 


х к = 


{ 


1 

0 


хэрэв 2 мөнгө хоёул нэг талаар буувал, 
хэрэв 2 мөнгө тал зөрж буувал, 


гэсэн санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд орж ирнэ. к нь туршилтын 
дугаар. 1 - р загварт р г — 2/3, 2 - р загварт р 2 = 1/2 байна. 

Түүврийн үндсэн характеристкийн нэг бол түүний турпшлтын 
тархалтын функц юм. 

Тодорхойлолт 2. #1,22,..., х п түүврийн утгуудын X тооноос 
бага байдаг утгуудын тоог р п {х) гэж тэмдэглээд 


К(х) 


М«(х) 


п 


( 2 - 1 ) 
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томъёогоор тодорхойлогдох Г п (х) функцийг тпуршилтпыи тпархал- 
тпын функц гэж нэрлэдэг. 

Тодорхойлолтоос харахад Р п (х) функц нь санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүн болж байна. ..., х п түүврийн санамсаргүй хэмжигд- 

эхүүнүүдийг ш бүрд тэдний авах утгуудын өсөх дарааллаар байр- 
луулахад 

2(1) < Х{2) < . . . < 2( п ) 

үүсэх шинэ санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд Ж( а ), Ж( 2 ),..., Я( п ) - үү- 
дийг вариацып цуваа гэж нэрлэдэг. Тухайлбал 

2 ( 1 ) =шт{ж 1 ,..‘.,® п }, 

2(п) =тах{ж 1э ...,а? п } 

болох ба Х(к) — г к - р эрэмбийн статпистик гэж нэрлэдэг. Туршил 
тын тархалтын функцийг вариацын цувааг ашиглаж битвэл : 


{ 0 ХЭрЭВ X < Х(х), 

\ хэрэв х (к) < X < Ж(н- 1 ), 
1 хэрэв х > Х{ п у 



Зураг 1. Туршилтын тархалтын функц 


Дээрхи тавилгаас гадна хэрэв 

, ч Г 0 хэрэв х < 0 , 
б(х) = < 

4 ' (1 хэрэв х > 0 , 

функцийг ашиглавал туршилтын тархалтын функц нь 

1 п 

Рп(х) — — с(х — 2(*.)) 

П к= 1 


( 2 . 2 ) 
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хэлбэртэй болно (зураг 1 ). (х^ ..., х п ) түүврийн аль ч санамсаргүй 
хэмжигдэхүүний тархалтын функц Р(х) = Р(хк < х) б*олог. Түү- 
врийн хэмжээ п нь их үед турншлтын тархалтын функц Р п (х) нь 
Р(х) функцэд их ойрхон байдгийг үзүүлье. 

Теорем 2.1. Дурын х (—оо < х < +оо) ба е > 0 тоонууд авахад 

п 1йп Р{\Р п (х) - Г(х)\< е} = 1. 

Баталгаа: х к (к — 1 ,..., п) бүрд хоёр үзэгдэл харгалзуулъя: 

{хъ < > 2 }. Тэгвэл 

р — Р(х к < х) — Р(х ), д — Р(х к > х) = 1 — Р(х). 

Хэрэв {х к < 2 } үзэгдлийг амжилт гэж үзвэл р п (х) нь үл хамаарах 
Бернуллийн п туршилтын амжилтын тоо болно. Иймд Р п (х) = 
нь амжилтын давтамж болж Бернуллийн схем дэхь их тооны хуулийг 
ашиглах боломж бүрдэж байна. Эндээс теорем батлагдав. 

Теорем 2.1 - ийн дүгнэлтийг улам хүнтэй болгосон хоёр үр дүнг 
баталгаагүй томъёолоё. 

Теорем 2.2 ( Гливенко, 1933). 

Р{ Нт §ир | Р п (х) — Р(х) |= 0} = 1. 

п ->°° —оо<х<оо 

Теорем 2.3 ( Колмогоров, 1933) Хэрэв Р(х) нь тасралтгүй 
функц бол дурын I > 0 авахад 

Нт Р (у/п зир I Р п (х) — Р(х) |< I 

п-юо ^ —оо<х<оо 

= К(1)= Ё(-1 Үе**. 

Теорем 2.3 - ын дүгнэлтэнд байгаа К(Т) - г Колмогороеын тар- 
халт гэж нэрлэдэг. 

Гливенкогийн теорем нь туршилтын тархалтын функцын онолын 
тархалтын функцээс бүх тоон шулуун дээр хазайх хазайлт 

Б п = яир | Р п (х) - Р(х) | 

~оо<х<оо 

- ыг түүврийн хэмжээ хангалттай их үед 1 магадлалтайгаар дурын 
бага байлгаж болно гэсэн санааг хэлж байна. 
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Колмогоровын теорем нь үл мэдэгдэх онолын тархалтын функц 
Г(х) нь дурын их магадлалтайгаар хашигдаж байх хилийг заах бо- 
ЛОМЖИЙГ ОЛГОНО. Хэрэв тоог 

1 - К(г а ) - а 


байхаар сонгосон бол 

ВД - -7= < п*) < Рп(х) + ~ 
үп \/п 

тэнцэтгэл биш бүх х - ээр зэрэг (1 — а) - д ойрхон байх магадлал- 
тайгаар биелэгдэнэ. 

Түүврийг ойлгомжтой зурж үзүүлэх арга бол давтамжийн ги- 
стограмм ба полигон юм (зураг 2). Эдгээрийг байгуулахын тулд 
тоон шулууныг үл огтлолцох хэдэн хагас интервалуудад хуваана: 

—оо = 2о < 2\ < 2 2 < ... < 2 Г +1 — оо, 

^ г 

(-00, оо) = [ )[ 2 к , 2 к+1 ). 
к =0 

Тэгээд инТервал бүрд унж түүврийн тооны давтамжийг олно: 

Рк,п = Рп(%к+ 1) “ Рп(2к). 

Дараа нь [2к, 2к+ 1] хэртим бүрийн дээр р^ п - тэй тэнцүү талбайтай 
тэгш өнцөгт зурна. Энэ бол гистограмм болно. Теорем 2.1 ёсоор 
гистограммын дээд зааг нь ажиглалт хийсэн санамсаргүй хэмжи- 
гдэхүүний тархалтын нягтын статистик аналог гэж үзэж болох нь 
байна. Гистограмм нь нягтыг шаталсан функцээр төлөөлөн үзүү- 
лж байна. Хэрэв нягт маань анхныхаасаа гөлгөр функц бол өөрөөр 
яарийсган хэрэглэж болно. Энэ нь гистограммын хэрчмийн дундаж 
цэгүүдийг холбосон тасралтгүй тахир шугам юм. Үүнийг түу- 
врийн давтамжын полигон гэнэ. 
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10.3. Түүврийн моментүүд 
хязгаарын теорем 

Хэмжилтйин нэгэн тодорхой утгууд буюу биелэл тДбэ),..., х п (со) 
байхад харгалзах туршилтын тархалтын функц Р п (х) нь - - тэй тэн- 
цүү магадлалтайгаар х\, ..., х п утгуудыг авдаг ямар нэгэн дискрет 
санамсаргүй хэмжигдэхүүний тархалт болно. Мэдээж яяз бүриин 
и> - уудад янз бүрийн ,Р п (д:) харгалзана* са бүрийн хувьд түүнд 
харгалзах тархалтын хууль Р п (х) - ээр тоон характеристикүүдийг 
оруулж ирж болно. Эдгээрийг тпщърийн характерисгпищцд гэнэ. 
Тщврийн момент (у — эрэмбийн) : 

1 п 
п к~\ 

Туцерийн төъийн момент (г> ~ эрэмбийн: 

т и = — У2(х к — х)*\ 

П к =1 
п 

Харин х = - XI Хк - ийг тццврийн дундаж гэнэ. Эдгээр нь бүгд 
П *=1 , 
санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд белн#. Дээр үзснээр (х и ...,х л ) 

түүюр нь Р(х) үл мэдэгдэх тархалттай ^ санамсаргүй хэмжигд- 
эхүүнтэй холбоотой. ИЙМД (# 1 , Х 2 , . - •, х п ) түүврийг Р{(х) тархалт- 
тай эх олонлогоос хийгдсэн түүвэр гэж ярьдаг. 

Теорем 2.1 - - 2.2 ёсоор Р^(х) тархалтын функцэд (х!,...,а: п ) 
түүврээр зохиогдсон туршилтын тархалтын функц ойрхон байдгийг 



188 


БҮЛЭГЮ . ТҮҮВЭР 


үзсэн. Үүнтэй адил бидний дээр оруулсан түүврийн моментүүд 
нь онолыН моментүүд болох ^ санамсаргүй хэмжигдэхүүний хар- 
галзах моментууд а и = д и — Е(( ~ Е$)” — д ойрхон байдгийг 

батлаж болно. Юуны өмнө түүврийн моментүүдийн математик 
дундаж ба дисперсийг олъё. х* бүр нь ( тэй адилхан тархалттай 
хоорондоо үл хамаарах тул 

Ех = -^2 Ех к = -Т,^ = а 1 , 


Ох = —^Ох к = 


Цааш нь 


Еа у — а и , Ва и ~ 


« 2 ^ - 


гэж олж болно. 

Түүврийн төвийн моментүүдийн математик дундаж ба диспе- 
рсийг ТООЦООЛОХ НЬ НИЛЭЭД ТӨВӨГТЭЙ. Зөвхөн Етч,ОгП 2 - ийг л 
тооцоолъё. Хэрэв уь = — Ехь, к = 1,2,..., п гэж тэмдэглэвэл 

1 п 

- у) 2 = 

п к^1 


И 14 


Энэхүү уь хэмжигдэхүүний хувьд 


Еу* = 0,.Еу* = /х 2 , 
Еу к у! = Еуь ■ Еу/ = 0 (& ф I) 


Е У 2 - Е 2 е = ?• 


Үүнийг (3.1) томъёонд тавиад математик дундаж авбал 

г, Р 2 п -1 

Ет 2 = Р 2 “ — —-М 2 * 

Н п 
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Дээр түуврийн анхны моментүүдийн хувьд а у - ийн математик 
дундаж нь онолын моменттэй давхцаж байсан билээ. Харин энд Етп 2 
нь ц 2 - той давхцахгүй хазайсан байна. Харин тп 2 - ийн оронд 



п 


п — 1 


га 2 = 


—2>-* ) 


к=1 


2 


хэмжигдэхүүнтийг авбал 


Е8 2 = ,х 2 - 


8 2 - ийг тщврийн дисперс гэдэг. 

Рш 2 - ийг бодъё. Дээрхи (3.1) - ээс 

Ук, к = 1,..., п, - үүд үл хамаарах ба Еу^ — 0 тул 


1 п 

Е У 4 = — X ЕУкУкУШ* 

п 1\М а,'4=Х 


тэнцэтгэлийн баруун талд Еу\ = /^ 4 хэлбэртэй п ншрхэг гишүүн, 
Еу\у1 = Д 2 , I Ф к, хэлбэрийн = Зп(п — 1) 


пшрхэг гишүүд тэг^эс ялгаатай . Бусад нь тэг. Иймд 
Еу 4 = [ца + 3(п - 1)/Д]/п 3 . 


Яг үүнтэй адил тооцоо хийвэл 




= /Х 4 + (п- 1)^2- 

Эцэст нь Ога 2 = — (#га 2 ) 2 томъёог ашиглавал 

Пгп 2 =Ъ ^2 _ ^(м4 ~~ ^М 2 ) ^ Ц4 ~~ Зц 2 
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Дээд эрэмбийн моментуудын хувьд бол дурын V - д п —> оо үед 
Ет„ = + 0 ( 1 ) , Е{т„ - ц„) 2к = 0 (^) 

биелэгдэж байдаг ([ 2 ] - д үз). 

Чебышевийй тэнцэтгэл биш, х ба З 2 - ийн математик дундаж, 
дисперсиин томъёоноос дурын е > 0 бүрд п -> оо үед 

Р(\х — ах| < б) -> 1, 

Р(\3 2 — /л- 2 1 < б) —1 

болох нь шууд мөрдөж байна. Дурын V > 2 - д а^, - ийн хувьд 

дээрхитэй төстэй дүгнэлтүүд мөн мөрдөнө. 

Одоо түүврийн моментүүдийн хязгаарын тархалтын тухай авч 
үзье. Эхлээд п — » оо үед түүврийн анхны момент а и - ийн хязгаа- 
рын тархалтыг олъё. 

Теорем 3.1. Хэрвээ 2 V эрэмбийн онолын момент а 2ь/ оршин бай- 
вал түүврийн анхны момент а и н ь п ^ оо үед хязгаартаа ^)| 

- параметртэй нормал тархалттай байна. 

Баталгаа: п * а и = хэмжигдэхүүн нь үл хамаарах нэгэн 

ижил тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүдийн нийлбэр бай- 
на. Энд а 2и — Е^ 2г/ орхпиж байгаа тул хязгаарын гол теор.емыг 
хэрэглэж болно. Иймд 

Е%к ~ = 021 / #|/ 


утраас 

а и — 

7 ^? 

хэмжигдэхүүн нь хязгаартаа ( 0 , 1 ) параметртэй нормал тархалттай.^ 
Теорем батлагдав. 

Түүврийн төвийн моментын хувьд хязгаарын тархалтыг бодох 
нь төвөгтэй тул V = 2 үед буюу ш 2 - оор хязгаарлая. 

Теорем 3.2. Хэрвээ онолын момент \ 1 ± оршин байвал түүврийн 
момент т 2 нь п -> сю үед хязгаартаа (^ 2 , ~^) ~ параметртэй нор- 
мал тархалттай баина. 

Баталгаа . тп 2 - ийг = 1 - үүдээр илэрхийлсэн (3.1) 

томъёог ашиглавал 


Сп = \/п(т 2 - /л) = Сп + »?„, 
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ҮҮНД 

& - 4 = Е(»к - Еу 2 к ), г, п = -У 2 • V». 

кш 1 

Еу 1 = у 2 1п учраас Е|г? п | =»' ц 2 /лА болж Чебышевийн тэнцэтгэл 
бишээр п оо үеД 


^(Ы>«) < 




-2*=-И>. 


Иймд <^ п - ийн хязгаарын тархалт нь - ий н хязгаарын тархалттай 
адилхан байх болно. Харин нь үл хамаарах нэгэн ижил тархалт- 
тай у п санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүди^н ^ормнлогдсон нийлбэр 
тул энд хязгаарын гол теоремыг ашиглава^ теорем батлагдана. 

Теорем 3.2 ба бүлэг 7 - ийн лемм7.1 - эзс түүврийн дисперс З 2 
нь п —> оо үед хязгаартаа (у 2 , (Ул ~ У 2 )/ п ) ' па Р амет Р тэ й нормал 
тархалттай болох нь шууд мөрдөнө. 

Зарим үед түүврийя моментүүдээс хамааР сан ямар нэгэн функ- 
ПИ.ЙТТ тархалт эсвэл хязгаарын тархалтыг #ь олох явдал шаардагд- 
даг баина. Үүнтэй холбогдуулан түүврийн дундаж х ба түүврийн 
хоёрдугаар эрэмбййн төвийн момент т 2 - ^ ос хамаарсан функцтэй 
холбогдсон дараахь теоремыг авч үзье. 

Теорем 3.3. д{г ъ г 2 ) функц нь (а и д 2 ) 1 РГийн орчинд тодрохой- 
логдсон ба энэ цэг дээр хоёрдугаар эрэмбийн тасралтгүй уламжла- 
луудтай байг. Хэрвээ /л 4 оршин байвал г} п =* < 7 ( 2 , т 2 ) хэмжигдэхүүн 
нь п —* оо үед хязгаартаа (до, ~) - параметр та й нормал тархалттай 
байна. Энд 


до — д(а 1 ,^ 2 )? — # 11/^2 + 2д 12 д^ + # 22(^4 М 2 )? 


9гз = 


дд дд 


д%э ’ 


'-'У . . -.9 

т—, г, 7 = 1» 4 


- (о ь ц 2 ) дэг дээрхи уламжлалууд. 

Еаталгаа: Теоремыг батлахад Бүлэг 8 - ийн теорем 4.1 - ийн нөх- 
цөлүүд г = 2, = ж, ^ п2 = гп 2 үед биелэгдохийг шалгахад хүрэл- 

цээтэй юм. Үнэхээр дээр үзсэн ёсоор п —^ о° Ү С Д 


Оп 1 = Е(„ 1 = а ь а „2 = Ее.г = ^ + 0 (^) . < 3 - 2 ) 

%. = » 06 * = ^ + о(^)- М 
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Үүнээс гадна (3.1) - ийг апшглавал 


соь{( п1 ,€ п2 ) = соу(х,т 2 ) = Е 


1 2 2 
~1^Ук-у 


к=1 



е *- т + '(г)- < 3 - 4) 

Ийнхүү теорем 3.2 ба (3.2) - (3.4) - аас бүлэг 8 - ийн теорем 4.1 - 
ийн нөхцөлүүд мөрдөнө. Теорем батлагдав. 


10.4. Түүврийн онол дахь 

зарим чухал тархалтууд 


Түүврийн моментүүдийн тархалтууд нь түүний хязгаарын тар-| 
халтаас эрс ялгаатай байх бөгөөд яг тархалтыг олох асуудал нь ерөн- 
хий тохиолдолд боломжгүй зүйл юм. Энд зарим нэг өргөн дэлгэр 
ашиглагддаг тархалтууд түүнд захирагддаг түүврийн моментүү- 
дийн тухай авч үзнэ. Цаатнид # 1 , # 2 , ..., х п - ийг нормал тархадттай 
эх олонлогоос авсан түүвэр гэж үзнэ. 

1 . Хи - квадрат тархалт. п чөлөөний зэрэгтэй хи - квадрдт 
тархалтын нягт 


9п(х) 


* п/2_1 

■ ^ЦпЖ ’’ 1>0 ' 


Үүнд харгалзах характеристик функцийг бодвол 


(4.1) 


Ф, п) = Ее*** 2 = Г 

эо 




х/2 


<1х 


2 п / 2 Г(тг/2) (1 — 2И)2* 


(4.2) 


Энд х 2 - аар хи - квадрат тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүү- 
нийг тэмдэглэв. (4.2) илэрхийлэлээс Ь - ээр уламжлал авах замаар х 2 
- ийн эхний хоёр моментийг олбол 


Ех 2 = ^-/( 0 ; п) = п, Эх 2 - — - (Ех 2 ) 2 = 2 п. 

Хи - квадрат тархалтын чухал яалар бол п параметрүүдээрээ босго- 
гддог танар юм. Үнэхээр хЬх* Ү л хамаарах бөгөөд харгалзан 
Пх,П 2 чөлөөний зэргүүдтэй бол (4.2) - оос 

Ее *Ы\+х1) = 1р (1 ;П1 )'р(Р,П 2 ) = (1 _ 2^)( п 1+ п 2 )/2 = + ”2) 
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болно. Ийнхүү п чөлөөний зэрэгтэй х 2 хэмжигдэхүүы ыь үл хамаа- 
рах п пшрхэг нэг нөлөөний зэрэгтэй хи - квадрат хэмжигдэхүүний 
нийлбэрт тавьж болох нь: 

х 2 = х1 + х1 + -" + х1 (4.з) 


х1, й = 1,...,п,нь1- чөлөөний зэрэгтэй тул нягт нь 


з/х) •= 



х > 0. 


Нөгөө талаас энэ функц нь (0.1) - параметртэй нормал тархалттай ^ 
хэмжигдэхүүний квадрат - ийн нягттай тавхцаж байна. Үнэхээр 
х > Ө үед 

Рр{х) = Р({ 2 < х) = Р(-\/Х < С < \/х) = ф(\/х) - Ф(-\/х), 


Ы*) = *е»(*) = 


ФЪ/х) Ф\~у/х) 

2у/х 2у/х 


= 91(х). 


(4.4) 


Түүврийн дундаж, дисперсийн тархалтын тухай дараахь теоремийг 
авч үзье. 

Теорем 4Л . Хэрэв х\ у ..., х п түүврийн гишүүн бүр нь ижилхэн 
(а, сг 2 ) - параметртэй нормал тархалттай бол түүврийн дундаж х , 2 
- р эрэмбийн төвийн момент т 2 нь хоорондоо үл хамаарах бөгөөд х 
нь (а, а- 2 /п) параметртэй нормал, п • т 2 /<т 2 хэмжигдэхүүн нь п — 1 
чөлөөний зэрэгтэй хи - квадрат тархалттай байна. 

Батпалгаа: Эхний мөр нь 


с 1к 



1,2. 


бусад мөр = 1,... ,п ,] >2, элементүүдтэй С — ||с^|| матриц 
ортогонал байханр сонгогдсон байг. Өөрөөр хэлбэл 


^5 / — 1,.. *, — 0 (А: ^ /). 

/с=1 1,7=1 

Энэ С матрицаар у = (у ь ..., у п )\ уи = Хк — а*, к = 1 ,..., п, хэмжи- 
гдэхүүнийг хувиргахад гарах 

е = (б,...,а = ^с у 
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хэмжигдэхүүний хувьд 


Е(к = о, Б(к = 1, к-=1,...,п, 

1 п 2 П 

соу(&,&) = -, с Н с ыЕугУ 1 = -~1 53 с я с Ь' = 0, к ф 3 . 

а Ц =1 *=1 

Эндээс санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд нь үл хамаарах 

цэгэн ижил (0.1) - параметртэй нормал тархалттай гэж мөрдөнө. 
Квадратуудын нийлбэр нь ортогонал хувиргалтанд инвариант бай- 
даг тул 


п ■ т 2 






к= 1 




Й = ЕЙ- 

к-2 


Иймд & - ууд үл хамаарах гэдгээс 


п • т 2 .. 1 . 

-3“, х = + а 

сг 2 уп 


хэмжигдэхүүнүүд үл хамаарах, ^^г 2 - нь (4.3), (4.4) ёсоор (п — 1) ■ 
нөлшний зэрэгтэй хи - квадрат тархалттай, нъ нормая тархалттай 
гэдгээс х нь нормал хэмжигдэхүүн болно. Теорем батлагдав. 

2. СгпьюӨентийн тпархалгп . Үл хамаарах (0.1) - параметртэй 
нормал тархралттай ^ хэмжигдэхүүн, п чөлөөний зэрэгтэй хи - ква 
драт тархалттай х 2 хэмжигдэхүүнээр зохиогдох 



санамсаргүй хэмжигдэхүүний нягтыг бодьё. г/ = ух 2 / п хэмжигд- 
эхүүний тархалт нь у < 0 үед Т^(у) = 0, у > 0 үед 

С„(у) = Р(\/х 2 / п < у) = Р(х 2 < »У 2 ) = Рх 2 ( п У 2 )- 

Нягт НЬ 

/ч(у) = ^ Р х*( п У 2 ) ~ 2п У • Уп( п У 2 )- 
Иймд ?/ > 0 унраас 

Ец-п(*) = / / /«(*) • 1т,(у)АхАу = 

{х,1/:х/у<2} 
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гоо гоо 

= / РДгу)/Ду)(1у = 2п РДгу) ■ у ■ д п {пу 2 )<1у. 

ДО ДО 

Эндээс (4.1) ёсоор 


*•(*) = т/ р ^( х ) 


1 Г((га + 1)/2) 1 

Г 7 ГгТ Г(п/2) (1 + Х^/п)^ 1 )/ 2 ’ 


-(“ОО < X < оо. 


(4.5) 


(4.5) нягттай тархалтыг п - чөлөөний зэрэгтэй Стъюдентпийн буюу 
I - тархалт гэж нэрлэдбг. 

Дээрхи гаргалгаанаас дараахь статистикийн үр дүнг шууд томьёо-| 
лж болно. 

Теорем 4.2 (а, <т 2 ) - параметртэй нормад! тархалттай эх олонло- 
гоос хийгдсэн XI,..., х п санамсаргүй түүврийн моментууд х ба тч 
- оор бичигдэх 

х а г -— 

1 ~ V ть 1 

у/™2 


хэмжигдэхүүн нь п — 1 чөлөөний зэрэгтэй 1 - тархалттай байна. 

3. Фишерийи тархалт. Харгалзан П\ , щ чөлөөний зэрэгтэй хи 
- квадрат тархалттай үл хамаарах ХдчХ 2 хэмжигдэхүүнүүдээр да- 
раахь харьцааг тодорхойльё: 


л/2 „ л/ 2 

р _ Х 1 § Х 2 _ ^2 Хх 

Пг п 2 П\ х 2 2 


Р хэмжигдэхүүний тархалтыг (п^, п 2 ) - чөлөөний зэрэгтэй ФишерийтЩ 
буюу Р - тархалт гэж нэрлэдэг. (п ь п 2 ) - чөлөөний зэрэгтэй Р - тар- 
халтьш нягтыг шууд тооцоолбол: 

1п\ ,71-2 (<) ~ 1 Рр(%) ~ 


// Тд/ П1 {х)^ х1/п2 {у)ЛхЛу = 

{х,у-.х/у<г} 


(I г°° г°° 

Тгк **?/»= ] о /хЦп^ГхЦпМ У Л У 

гоо 

- П 1 П 2 / 9пх {п\*у) ■ д П2 {щу)<1у = 
эо 


-(=) 


гаЛ п 1 / 2 Г((га х + га 2 )/2) 


.« 1 / 2—1 


га 2 / Г(га1/2)Г(га 2 /2) (1 + щг/п 2 )( П1+П2 ^ 2 


, х > 0 (4.6) 
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Г - тархалт нь түүврийн онолд доорхи чухал дүгнэлтийг өгдөг юм. 
Теорем 4.3. Хоорондоо үл хамаарах хоёр санамсаргүй түүвэр 

*^1 ? • * * > 3 "' п \) 

2/1) У2, • * • ? Ут 

нь харгалзан (« 1 , 0 * 1 ), (а^а^) - параметртэй нормал тархалттай эх 

олонлогоос хийгдсэн бол харгалзах 2 - р эрэмбийн төвийн момен- 
түүд т 2 (х),т 2 (у) - ээр тодорхойлогдох 

Р - П1 ( и2 ~ } ) ^2 т 2 ( Х ) 

П 2 (П1 - 1) т 2 (у) 

хэмжигдэхүүн нь (п! — 1, п 2 — 1) - - чөлөЪний зэрэгтэй Г - тархалттай 
байна. 

Энэ теоремийн баталгаа нь теорем 4.1 ба Р хэмжигдэхүүний то- 
дорхойлолтоос шууд мөрдөн гарна. 

Теорем 4.1 - - 4.3 - ийг хэрэглэх боломжтой математик стати- 
стикийн асуудлуудыг шийдвэрлэхэд шууд алшглагдах хи - квадрат, 
I —, Р - тархалтуудын хүрдүүд зохиогдсон байдаг бөгөөд энэ номын 
хавсралт 2 - д дээрхи тархалтуудын товч хүрдийг оруулав. 


10.5. Лабораторийн ажил 

1. Нормал тархалгптпай санамсаргцй хэмжигдэхццний загвар. 
Хавсралт 1 - ийн 3 - р алгоритмийг адшглан {а,а 2 ) - параметрт- 
эй нормал тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүний утгыг а — 

4 , сг = 1,6 үед загварнлаж 50 утга гаргаж аван турщилтын тар- 
халтын функц, гистограммыг байгуулах. Эх тархалтын функц ба 
нягттай жиших! 

2. Ашигтай ажиллах магадлал. Суурь машин дээр деталь үйл- 
двэрлэж байв. Гаргаж байгаа деталийн диаметр нь п - чөлөөний зэр- 
эгтэй хи - квадрат тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүн ^ болно. 
Үйлдвэрлэсэн деталийн диаметр нь [х 1 ,ж 2 ] хязгаар дотор бол стан- 
дартанд тэнцэнэ. Хэрэв ( < Х\ бол гологдол болон хаягдана, хэрэв 
^ > х 2 бол дахин боловсруулалт хийх боломжтой гэж үзэн өөр цехэд 
С\ үнээр зарна. Нэг деталь хийхэд зарцуулах нийт өртөг д ба стан- 
дартад тэнцсэн деталийг С 0 үнээр худалдана. Хэрэв параметрүүд 
п — 4; Х\ = 2.5; х 2 = 6; д — 10, с\ — 12, Со = 16 бол деталь үй- 
лдвэрлэж борлуулах туршилтыг 200 удаа явуулж ашигтай ажиллах 
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магадлалыг үнэлэж (деталуудыг худалдаад олсон нийт орлого, нийт 
зардлаас 1,2 дахин их үед апшгтай ажиллаж байна гэж үзнэ). 


10.6. Бодлого 


1. Санамсаргүй хэмжигдэхүүний ажиглалтын утгууд 

{-0.8; 2.9; 4.4; -5.6; 1.1; -3.2} 

бол туршилтын тархалтын функц Рб(х)*- ийг байгуулж Ев{—5) 
= 0) = ^б(4) = | болохыг шалга! 

2. Бүхэл тоон утга авдаг санамсаргүй хэмжигдэхүүн дээр ажи- 

глалт хийгдсэн. Харгалзах түүврийн утгууд нь {3; 0; 4; 3; 6; 0;| 
3; 1} байсан бол туршилтын тархалтын функц ^ 8 (х) ийг бай 
гуул! Р»{1) — |; ^в(З) = 7^(5) = \ болохыг шалга! 


3. Дээрхи 1 ? 2 - р бодлогуудын санамсаргүй түүврийн утгуудаар 
түүврийп дундаж, диснерсийг тооцоол! 


4. [0.1] хэрчимд жигд тархалттай эх олонлогоос хийсэн 50 түүврийг 

Хавсралт 2 - ийн санамсаргүй тооны хүрдийг ашиглан (10 _3 
нарийвчлалтай авах) авч 

a) вариацын цувааг бич! 

b) харгалзах туршилтын тархалтын функцийг байгуулж эх тар-| 
халтын функцтэй жиш! 

c) түүврийн дундаж, түүврийн дисперсийг ол! 

5, /( х ) нягттай эх олонлогоос хийгдсэн п түүврийн эрэмбийн ста 

тистикууд Ж( 1 ), . . . , 2 ?( п ) - ийн хамтын нягт нь 


д{х и .--,ж я 



■ • • /М 

0 


хэрэв < ... < х п , 
бусад тохиолдолд 


болохыг батал! 


6. Нормал тархалттай санамсаргүй тооны хүрдийг апшглан Ехь = 
0.5, Бх/с = 1 бүхий нормал тархалттай түүврийн утгууд ... 

..., х >22 - ийг авч туршилтын тархалтын функцийг байгуул! 
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7. Үл хамаарах нэгэн ижил тархалттай хоёр хэмжээст п түүвэр 

(®1, 2/1), • • • , (х п , Уп) ӨГӨГДӨВ. X = (хх + . . . + Х п )/п , у = {у 1 + . . . + 
Уп)/п бол 

1 п 

т п = ~ 53(х*; - х)(у* - у) 

П к =1 

- ийн хувьд Егпц =? мөн п —>• оо үед Лтц = О(^) болохыг 
батал! . [2?т п = ^сог/я!, ^)] 

8. Эх олонлогын тархалт /'(ж) нь абсолют тасралтгүй, нягт нь /(.г) 

байг. А: - р эрэмбийн статистикийн тархалтын функц 

ДччОО - Е ст т (*)0 - П*)Г т , 

тп=А: 

НЯГТ НЬ 

»(*■) = - П*)Г‘/(*) 

болохыг тус. тус батал! 

9. а - чолөөний зэрэгтэй д:и - квадрат хэмжигдэхүүн ү 2 аар бичи- 

гдэх 

Уп = фо<? - 'ЛП 
дараалалын хувьд п —>• оо үед 

Р {Уп < х) => Ф(х) 

болохыг батал! Эндээс п - ийн их утганд 

Р{ Х 2 < х ) & Ф(л/2х — л/2 ~п) 


байдагыг үзүүл! 

10. 7 - р бодлогонд тодорхойлогдсон т и хэмжигдэхүүн п —> оо 
үед хязгаартаа нормал тархалттай болохыг батал! 



Бүлэг 11. 

Параметрийн үнэлэлт 


11.1. То дорхойлолт, жишээ 

Санамсаргүй түүвэр х 2 ,...\х п нь - тархалттай эх олон- 
логоос авагдсан байв. Энэ тархалт нь үл мэдэгдэх параметр Ө - өөс 
хамаарсан байг: 

Р(х к < х) = Т^(ж;0). 

Энэ Ө параметрийн утгыг (т ь Х 2 ,...,ж п ) түүврээ апшглан то- 
дорхой итгэл үнэмпшлтэй илэрхийлэх бодлогыг цэгэн щэлэлт бай - 
гуулах бодлого гэдэг. 

Түүврээс хамаарсан дурын функц 0* — 0*(х1,..., х п ) - ийг Ө па- 
раметрийн циэлэлт гэж нэрлэнэ. Нэгэнт үнэлэлт нь (т!,...,т п ) - 
ээс хамаарч буй тул санамсаргүй хэмжигдэхүүн бблно. Үнэлэгдэж 
буй параметрийн жинхэнэ утганд аль болох ойрхон байх тиим утгууд 
авдаг үнэлэлтийг байгуулах нь эүй ёсны шаардлага байх болно. 

Тодорхойлолт 1 Хэрвээ Ө параметрийн үнэлэлт Ө * нь 

ЕӨ* п = Ө 

математик дундажтай бол 0* - ийг хазайлтгуй цнэлэлт гэж нэр- 
лэнэ. 

Тодорхойлолт 2. Хэрэв 0* үнэлэлтийн хувьд дурын е > 0 бүрд 
п оо үед 

Р{\Ө:-Ө\<е}^1 

байвал түүнийг зохиомжтой цнэлэлт гэж нэрлэнэ. 

Гэтэл бидний авч үзэж буй 0 параметрийн хувьд хазайлтгүй, 
зохиомжтой үнэлэлтүүд олон байж болох үндэстэй. Тэгвэл ийм 
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үнэлэлтүүдээс дисперс нь хамгийн бага байдаг үнэлэлтийг илүү 
сайн гэж үздэг. 

Жишээ 1. Үл мэдэгдэх параметр нь Ө == Ех^ математик дундаж 
байг. Бид энэ үл мэдэгдэх матёматик дундажийн үнэлэлт болгон 

1 п 

Ө п — Ө п {х\ , • • - , ^ у %к ~ 

П к—1 

Ө п — Х\ 

хоёр хэмжигдэхүүнийг авъя. 

Хоёр үнэлэлт хоёул хазайлтгүй болох нь шууд бодогдоно: 

ЕӨ* П = ЕӨ П ±Ө. 

Их тооны хуулийг ашиглавал 0* үнэлэлт нь зохимжтой болох нь 
харагдана. Харин Ө п үнэлэлт зохимжтой байж таарахгүй. Жишээ 
нь абсолют тасралтгүй тархалттай эх олонлогоос түүвэр хийгдсэн 

үед 

Р(|*х - Ө\ < е) = Р(-е + Ө<х\<е + Ө)^0. 

Жишээ 2. Үл мэдэгдэх параметр нь Ө — Е(хъ — Ех ^) 2 буюу 
дисперс байг. Үнэлэлт болгон 

П 1 к=1 
1 п 

Ө п — т 2 = - - х) 2 

п Ь=1 

функцуудыг авъя. Ө„ нь хазайлтгүй, харин Ө п нь хазайлттай болох 
нь шууд бодогдоно. Мөн их тооны хуулийг ашиглавал, энэ хоёр 
үнэлэлт нь хоёул зохимжтой үнэлэлт болдог нь батлагдана. 


11.2. Хурэлцээтэй статистик 

Үл мэдэгдэх параметрийг үнэлэхэд дээр үзснээр (# х ,..., х п ) түү-| 
врийг апшглаж байна. Энэ нь түүвэрт байгаа үл мэдэгдэх параме- 
трийн тухай мэдээллийг ашиглаж буй хэрэг юм. Гэтэл үл мэдэгд- 
эх параметрийн тухай энэ түүвэрт байгаа бүх ашигтай мэдээлэл 
нь энэ түүврээс хамаарсан цөөн функцэд агуулагдаж болох талтай. 
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Ялангуяа түүврийн тоо маш их үед ийм цөөн тооны функцийг отах 
явдал нь үнэлэдт байгуулах ажиллагааг ихээхэн хялбар болгодог. 

Ер нь түүврээс хамаарсан функц бүхнийг статиспгик гэж нэр 
лэдэг. 

Р(х к < х) = Р(х,Ө) эх тархалттай (ж 1 ,...,ж п ) түүврийн ма- 
гадлалын тархалтын хуулийг Рө(А) (өөрөөр хэлбэл Х \- ийн 
хамтын тархалт) гэж тэмдэглэе. 

Тодорхойлолт 1. Хэрвээ скаляр юмуу вектор статистик X = 
Х(х 1 ,..., х п у -шйн хувьд дурын А үзэгдлийн нөхцөлт магадлал 

Рө(А | X) , 

нь Ө параметрээс хамаарахгүй байвал X - ийг хцрэлцээтэй стати - 
стик гэнэ. 

Ийнхүү тодорхойлогдсон X статистик нь үл мэдэгдэх параме- 
трийн тухай түүвэрт байгаа гол мэдээллүүдийг нэгтгэж буй юм. 

Үнэхээр өгөгдсөн X - ийн үед дурын үзэгдлийн явагдах магад- 
лал нь Ө - өөс хамаарахгүй байна гэдэг нь тэр үзэгдэл үл мэдэгдэх 
параметр Ө - ийн тухай ямар нэгэн илүү мэдээлэл агуулаагүй гэсэн 
хэрэг. 

Түүвэр (жх,..., х п ) — X өөрөө хүрэлцээтэй статистик болдог, 

А үзэгдэл маань (# 1 ,..., х п ) - ийн утгуудын дэд олонлог . Иймд 
Рө(А | X) нь эсвэл 1 эсвэл 0 болно. 

Хүрэлцээтэй статистикийн тухай дараахь чухал теоремийг то - 
мъёолое. 

Теорем 2.1. (х 1 ,...,х п ) санамсаргүй түүврийн хамтын тар- 
халтын нягт нь рө(и) у и — (« 1 ,..., и к ) у х к = х к (и) — и к байг. Тэгвэл 
X = Х(и) статистик нь хүрэлцээтэй байх гарцаагүй бөгөөд хүрэл- 
цээтэй нөхцөл нь 

Рө(и) = дө(Х(и)) • Н(и) (2.1) 

тавилагтай байх явдал мөн. Энэ томъёонд дв,к функцүүд нь сөг 
рөг бус бөгөөд к нь Ө~ өөс үл хамаарна. Дискрет санамсаргүй век- 
тор х = (дг 1 ,... 7 х п ) - ын хувьд энэ теоремын өгүүлбэр нь ре(и) 
= Р{х = п} магадлалын хувьд хэвээр үлдэнэ. 

Баталгаа: Дискрет тохиолдолд зөвхөн хийе. V = и^ ..., 

и ^ к \...} олонлог нь х ийн авах утгын олонлог гэе. X = Х(и),и 6 V, 
- ямар нэгэн хүрэлцээтэй статистик. Ямар нэгэн Е V - аваад 
V = Х(и^) гэж олжээ. Тэгвэл 

Рө(х = и^) = Рө(х = и^,Х(и) = и) = 
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= Р Ө (Х = и) ■ Р(х = и (к) /Х = V) 

болно. Энд 1 р үржигдхүүн нь V ба үл мэдэгдэх параметр Ө - 
өөс хамаарна, 2 - р нь X хүрэлцээтэй статистик гэсэн тул Ө - өөс 
хамаарахгүй. Зайлшгүй нөхцөл батлагдав. Одоо бид (2.1) үнэн 
байлаа гэе. Тэгвэл X статистик хүрэлцээтэй байдгийг үзүүлье. 
Дараахь магадлалуудыг ольё; 

Р(Х = и) = Е Ре(и (к) ) = 

и( к )^{Х=и} 

= X: д ө (ХЫ (к \))Н(и (к) ) = 

и( к )е{Х=1>} 

- 9вЫ) ■ 53 

Р(А(~){Х = V}) = 5: д ө (Х(и (к) ))к(ч (к) ) = 

и( к )еВ 

= 9өЫ) 53 Н(и {к) ), В = (Ар1{Х = гу}). 


р(а\х = ы=( 5 : м « (<:) ))/( Е К » {к) )) 

\ и (*) с{.*=0 / \ и(^)€5 / 

болж Ө- өөс хамаарахгүй байна. Теорем батлагдав. 

Жишээ 1. Бернуллийн п туршилтанд харгалзах санамсаргүй 
хэмжигдэхүүнүүд 1 утгыг Ө магадлалтай авдаг байв. Тэгвэл Р(х =| 
и*.) = Ө* к (1 — ӨҮ~ ик (ик = 0; 1), к = 1,... — эх тархалттай санам- 

саргүй түүвэр (х 1 ,.. ♦, х п ) болно. Хамтын нягт нь 

Р е (и) = Р( Х1 = и и ...,х п = и п ) = П]ЦГ‘(1 - Ө) 1 ^ = 

= . (1 _ о)п-п=х“*. 

Энд х = \ Г *=1 з’*: хэлбэрийн статистикийн хувьд (2.1) тавилга үнэн 
болох нь илт байна: 

%) - 1, д 9 (у) = Г(1 - ^) п ^. 

Ийнхүү Бернуллийн схемийн амжилт явагдах магадлалын хувьд х == 
^ давтамж нь хүрэлцээтэй статйстик болох нь. 
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Жишээ 2. (,г 1 ,..., х п ) санамсаргүй түүврийн х к бүр нь (а, (т 2 ) 

- параметртэй нормал тархалттай байг. Ө — ( а, сг 2 ) вектор параме- 
трийн хүрэлцээтэй статистикийг олъё. Түүврийн хамтын тархалт 



Эндээс харахад (Хць =1 ^Ук=г х \) ХОО Р хэмжээст статистик нь хүр 

элцээтэй болох нь шууд харагдаж байна. Мэдээжээр энэ хоёрыг 
а 7 сг 2 —ийг апшглалгүйгээр х ба з 2 түүврийн моментүүдээр илэр- 
хийлж болно.Иймд (х,5 2 ) нь хүрэлцээтэй статистик болно. 

Одоо Рао - Блекуэлл - Колмогоровын теоремыг нэгэн тухайн то- 
хиолдолд авч үзье. Энэ теорем нь хэрэв хүрэлцээтэи статистик 
мэдэгдэж байвал өгөгдсөн үнэлэлтээр бага дисперстэй өөр үнэлэлт 
байгуулж болдгийг үндэслэнэ. 

Теорем 2.2. Е^(х\Ө) эх тархалттай санамсаргүй түүвэр (хү,..., 
х п),Ө*— үл мэдэгдэх параметрийн хазайлтгүй үнэлэлт, X - хүрэл- 
цээтэй статистик байг. Тэгвэл 

Ө* = Е(ӨЦХ) 

үнэлэлтийн хувьд 

БӨ* < ВӨ\. 

Батпалгаа: Теоремын баталгааг 0^ ба X нь дискрет тархалттай үед 
хийе: 

РЩ = и к ,Х = иЦ = р к<е , к,1 - 1,2,... 

Нөхцөлт математик дундажийн чанар ёсоор 

Е(Ө*) = Е[Е(Ө{ I X)] == ЕӨ* г = Ө . 

Ө* нь хазайлтгүй үнэлэлт болов. Иймд 

Е(Ө*) 2 = Е[Е(Ө; I *)] 2 < Е(Ө\) 2 
гэдгийг батлах үлдлээ. Хэрэв 

Р»1~Ү^РК1, Р". = ±РК1 

к -1 /с=1 
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тэмдэглэвэл 


^(^) 2 — Е и кРЬ*1 


щт \х)\- 






Кохпи - Буняковскийн тэндэтгэл бишийг хэрэглэвэл: 

) 2 < (Е“*—') (е ш ) =Е«*—■■ 
V р./ / \V / V* / Т 

Үуний 2 талыг р # /—ээр үржүулэн I - ээр нэмбэл 

К(Г) 2 < ВД) 2 

болж теорем батлагдав. 


11.3. Рао - Крамерийн тэнцэтгэл биш 

р(г /, 6 1 ) - нягтын функцтэй эх олонлогоос хийгдсэн X — (з:х, ..., х п ) 
санамсаргүй түүвэр байг. Нягтын функц нь Ө үл мэдэгдэх пара- 
метр агуулсан байна. 

Дараахь мужуудыг оруулъя: 

С={у: р(и, Ө ) > 0}, 

С п = {« = (« 1 , • • •, и п ) : щ € (?,* = 1.2-п}. 

(х±,... ,х п ) түүврийн хамтын нягт 


ре(и) = р(и г ,Ө) ■ ■ ■ р(и п ,Ө) 

нь О п муж дээр тэгээс ялгаатай нь тодорхой. Үл мэдэгдэх параметр 
Ө - ийн хазайлтгүй үнэлэлт Ө* — 0*(тх,..., х п ) байг. Тэгвэл ЕӨ* Ө. 
Үүнийг 

X Ө 7 ^Ө — ( Ө*(и)р ө (и)<1и 
Сп I 

хэлбэртэй биниж болно. 

Дараахь нөхцөлүүдийг регуляр нөхцөл гэдэг: 

1-С = {и-.р^щӨ) 0} олонлог нь Ө —өөс хамаарахгүи. 

2. Ө*(и)рв(и)<1и, /*^ р(и,0)^и интегралуудыг интегралын тэмд- 

эгийн доор 0—өөр дифференциалчлаж болно. 
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3. 1(Ө ) = / ( Э1о? /^’^ ) р(и,Ө)<1р — Е хэмжигдэхүүн нь 

а 

эерэг байна . Энэ хэмжигдэхүүнийг Фишерийп мэдээллийи пхоо гэд- 

ЭГ. I 

Регуляр нөхцөл биелэгдэж байна гэж үзье. Тэгвэл 2 - р нөхцөлөөр 

Ө = ! Ө*{и)рв{и)(1и, 1 = Рр${и)ди 
Оп а п 

илэрхийлэлүүдээс Ө —өөр дифференциал авбал 


1 




Хоёрдугаар тэнцэтгэлийн хоёр талыг 0~өөр үржүүлж нэгдүгээр 
тэнцэтгэлийн харгалзах талуудаас хасвал: 


1 


= /к-0) 


дрө(и) 

дӨ 


ди. 


(3.1) 


О п олонлог дээр р$(и) > 0 учир энэ олонлог дээр 
дре(и) _ 51о§р й (и) 


дӨ 


дӨ 


■Рв(и). 


Үүнийг (3.1) интегралд хэрэглэн Коши - Буняковскийн тэнцэтгэл 
биншйг ашиглавал: 


1 = ]/(№)- 0 ) 


дЪщрЦи) 

дӨ 


\ 


ре(и)<1и 


< 


) 


< 


Зп а п 


Эндээс 


Цаашаа 


1 < ОӨ* * Е 


( д\о$р ө (х) Ү 

V 99 ) 


ЬёРв(ж) = 1оер(х*; Ө), Е { ^§^ ) = 0 


(3.2) 
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болохыг анхаарвал 

Үүнийг (3.2) - д орлуулбал 


т> 


1 

п1{ӨУ 


Үүнийг Рао - Крамерийн шэнцэтпгэл биш гэж нэрлэдэг. 

Тодорхойлолт 1 Хэрэв регулярын нөхцлийн үед Ө* хазайлтгүй 
үнэлэлтийн хувьд 

№)=\*тт- 1 

хэмжигдэхүүнийг 0* үнэлэлтийн эрчим гэж нэрлэнэ. 

Рао - Крамерийн. тэнцэтгэд бипгээс үзвэл үнэлэлтийн эрчим нь 
[0,1] хэрчим дээр утга авна: \ 


0</Ю<1. 

Тодорхойлолт 2 Хэрвээ 1{Ө*) = 1 бол 0* - ийг эрчимтэй ун- 
элэлт гэнэ. 

Эрнимтэй үнэлэлтийн хувьд Рао - Крамерийн тэнцэтгэл биш тэн- 
цэлдээ хүрдэг байна. Ийм эрчимтэй үнэлэлт орших нь ховор байдаг. 
Харин түүврийн хэмжээ их болох үед үнэлэлтийн эрчим Рао - Кра- 
мерийн хязгаарт ихээхэн ойртох явдал олонтоо тохиолддог байна. 
Жишээлбэл Ө параметрийн үнэлэлт 0* нь п -> оо үед (0,<т 2 /п) - па- 
раметртэй нормал тархалттай байх явдал олонтой. Тэрч байтугай 
энэ нь 1)0* оршихгүй үед ч биелдэг тохиолдол байна. Энэ үед 

*о(ю = [^тг 1 

хэмжигдэхүүнийг Ө* үнэлэлтийн хлзгаарын эрчим гэж нэрлэнэ. Хэр-| 
эв энэ хязгаарын эрчим ^ о (0*) = 1 байвал түүнийг хлзгаартаа эр- 
чимтэй унэлэлт гэдэг. 

Жишээ 1. Санамсаргүй түүвэр (х^,..., х п ) нь (а, <т 2 ) параметрт- 
эй нормал тархалттай эх олонлогоос хийгдсэн байг. Бид Ө = (а, <т 2 ) 
нараметрийн үнэлэлт болгов (х, 5 2 ) хэмжигдэхүүнийг авъя: 

* = - 2 **> З 2 = —Ц- Ү2( х к - х) 2 - 

П к =1 П 1 к=1 
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Эдгээр үнэлэлтүүд нь хазайлтгүй мөн зохимжтой болохыг Зүйл 1 
- ийн жшпээ 1, 2 - т үзүүлсэн: ‘ 


Ех = а, ЕВ 2 = н 2 , 


Пх = —, Б8 2 = + о 

п п 


\п 2 ) 


Нормал санамсаргүй хэмжигдэхүүний хувьд 4 - р эрэмбийн төвийн 
момент 

Е(хь — а) 4 ~ Зсг 4 . 

Үүнийг Огп 2 - ийн томьёонд орлуулбал 


Вт 2 = 


2 (п — 1 )<т 4 




Эндээс 


Я5 2 = - Т т 2 } = 


2<т 4 


п — 1 ^ 7г — 1 

Цааш нь эрнмийг тооцоолохын тулд Ө = а мөн Ө — <т 2 үед /(0) 
хэмжигдэхүүнийг олох ёстой. Манай тохиолдолд 


р(х,6>) =р(ж,а,(Т 2 ) = 




е 2^2 > 0, ж Е й, 


тул 


л/ 27Г<Т 2 

/(а)= У р(^,а,о- 2 )^ = ^, 

—оо 


2<т 4 


Эрчмийг тус тусад нь бодвол 


72 — 1 


*(*) = 1 , е(3 2 ) =-< 1 - 

п 


Ийнхүү х үнэлэлт нь эрчимтэй, 5 2 үнэлэлт нь хлзгаартаа эрчимТэй 
үнэлэлт болж байна. 

Регуляр нөхцөл биелэх үед үнэлэлтийн эрчмийн тухай ярьж бай- 
на. Хэрэв регуляр нөхцөл биелэхгүй үед үнэлэлтийн дисперс нь 
1/п1(Ө )—өөс бага байдаг тохиолдол ч гардаг байна. Ийм үнэлэл- 
тийн супер эрчимт цнэлэлт гэж нэрлэдэг. 



208 


БҮЛЭГ 11. ПАРАМЕТРИЙН ҮНЭЛЭЛТ 


11.4. Хамгийн их үнэний 
хувь бүхий арга 

Санамсаргүй түүвэр х — (хх,х 2 ,... ,х п ) нь Г(х,Ө) = Р{хк < 
х},к = 1,... ,п, тархалтын функцтэй р(х, Ө) нягттай эх олонлогоос 
хийгдсэн байг. Тэгвэл х түүврийн хамтын нягт нь 

Ь = Ь(Х 1 , ...,Х П -,Ө) = р(х х ,Ө) • р(х 2 , Ө)--- р(х п , Ө). 

Энэ Ь функцийг цнэний хувъ бцхий функц гэдэг. 

Хэрвээ хь, к = 1,..., п, нь 

Р(х к = х) =р х (Ө) 

магадлалтай дискрет тархалттай бол үнэний хувь бүхий функц нь 

I = Ь(х\,...,х п -Ө) =р(Ө) ■ Рх 2 (Ө) ■ ■ ■ р Хп (Ө). 

(* 1 , ... ,х п )—ийн ббхдэгдсэн утганд үнэний хувь бүхий функц Ь нь 
Ө параметрээс хамаарсанл|}ункц байна. 

Тодорхойлолт 1. Үнэний хувь бүхий функц Т—ийг хамгийн 
их утганд хүргэдэг Ө —ийн утгыг олж үнэлэлт болгон авдаг аргыг 
хамгийи их цнэний хувъ бцхий арга гэнэ. 

Ө —ийн бэхлэгдсэн утганд Ь нь х = (х^,..., х п )— ийн хамтын нягт 
билээ. Иймд хамгийн их үнэний хувь бүхий арга гэдэг нь түүврийн 
өгөдс.өн утгыг авах магадлал хамгийн их байдаг Ө —иин ^тгыг олох 
арга юм. Бэхлэгдсэн (х 1у ... , 2 П ) утганд Ь функцийн максимумдаа 
хүрдэг Ө утганд мөн 1п Ь функц максимумын утгаа авах тул Ь —ийн 
оронд 1п Ь функцийн максимумыг олох явдал их дэлгэрмэл. 1п Ь —ийг 
цнэний хувъ бцхий логарифм функц гэж нэрлэдэг. Ингээд хамгийн 
их үнэний хувь бүхий аргыг 


дыь л 

-аГ = ° 

тэгшитгэлийн шийдийг бодох асуудал болгон авн үзэж болно. Энэ 
тэгшитгэлийг цнэний хувъ бцхий тэгшиттггэл гэж нэрлэдэг. 

Тодорхойлолт 2. Үнэний хувь бүхий тэгшитгэлийн (# 1 , ..., х п ) 
- ээс хамаарсан шийд бүхнийг хамгийн их цнэний хувъ бцхий цн- 
элэлт гэдэг. 
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Хамгийн их үнэний хувь бүхий үнэлэлт зохимжтой байдаг нэгэн 
ерөнхий хүрэлцээтэй нөхцөлийг томъёолъё. Ө 0 нь лараметрийн үнэн 
утга байг. Хэрэв Ь(х , Ө ) = Ь(х ь ..., х п , Ө) бол 

2 п (х, «) = 0. е Ө, ^ + « е ө, 

функцийг цнэний хуьь бцхий харьцаа гэж нэрлэнэ. Ө— параметрийн 
боломжит утгын олонлог. 

Теорем 4.1. Хэрвээ дурын 7 > 0 бүрд п -> оо үед 

РөЛ зир 2 п (х,и) ^ 1} -»■ 0 

М>-г ' 

бол хамгийн их үнэний хувь бүхий үнэлэлт 0 * нь зохимжтой үн- 
элэлт байна. 

Баталгаа: Хэрэв п* = 0* — Ө 0 гэвэл 

^п(Х) и п ) ” зир 2 п (х^и) 

и 

болно. 2 п (х, 0 ) = 1 тул 

РеЛК-Ө а \>1)^РеЛК\>э)< 

< РвЛ 8и ТР 2 п (х,и) > 2 п (х,$)} = 

Ы>7 

- Рв 0 {вир 2 п (х,и) > 1 } ->• 0 

|«|>7 

болж теорем батлагдав. 

Хамгийн их үнэний хувь бүхий үнэлэлтийн бусад зохимжтой ча- 
нарыг батлахад доорхи нөхцөлүүд хэрэгтэй байдаг. Энэ нөхцөлийг 
өргөтгөсөп регуляр нөхцөл гэнэ. 

1 . Дурын 0! ф 0 2 € ө бүрд Ь(х] Өх) Ф Ь(х]Ө 2 ). 

2. Ө — компакт олонлог. 

3. р ( и 7 Ө)би интегралын тэмдгийн доор 2 удаа дифференци- 
алчилж болно. 

4. Фишерийн мэдээлэлийн тоо 1(Ө) нь Ө ~өөрөө тасралтгүй ба 1(Ө) > 
0 . 

Теорем 4.2. Өргөтгөсөн регуляр нөхцөл биелэгдэж байвал хам- 
гийн их үнэний хувь бүхий үнэлэлт Ө * нь орпшн байх ба п —»• оо 
үед 
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дараалал нь хязгаартаа (0 ,1 х (0))— параметртэй нормал тархалттай 
байна. Мөн дурын /с > 0— д п -+ оо үед 

Е«) к -» Ет) к , 

т) -(0, 1~ Х (Ө)) - параметртэй нормал тархалттай,хэмжигдэхүүн. 

Теоремын баталгааг [1] номноос үзэж болно. 

Теорем 4.2 - ын хоёрдугаар дүгнэлт нь хамгийн их үнэний хувь 
бүхий үнэлэлт хязгаартаа эрнимтэй гэдгийг хэлж байна. Хэрвээ үл 
мэдэгдэх параметр Ө = (0 Ь ..., Ө 8 ) векТор хэмжигдэхүүн бол 

дЫЬ л 7 , л 

дө к ~ 0, 

систем тэгпштгэлийн (ж г ,..., х п ) түүврээс хамаарсан пшйдийг па- 
раметрийн хамгийн их циэиий хувь бцхий цнэлэлт гэнэ. 

Жишээ 1 . Түүвэр х = (ж^, ..., х п )— ийн к = 1 ,..., п хэмжигд- 
эхүүнүүд нь нормал тархалттай. Математик дундаж а, дисперс Ь 
нь үл мэдэгдэх лараметрүүд. Энэ үл мэдэгдэх (а,6) параметрийн 
хамгийн их үнэний хувь бүхий үнэлэлтийг олъё. Тэгвэл үнэний 
хувь бүхий функц нь 

^ 9) =У_) ехр{-|;Й^} 

ба 

Ы = -^(1п2тг + 1п6) - Ү^(х к — а) 2 . 

“ к—1 

Эндээс үнэний хувь бүхий тэгшитгэл нь: 

а 7 = | Е ( х к — а) = 0, 

дЬ = ~2Ь + Ж Р ( Хк ~ а У ~ 

Л « к =1 

1 - р тэгшитгэлээс 

1 71 

< = - Ү) х к = X. 

П к=1 

Үүнийг 2 - р тэгшитгэлд тавиад бодвол 

Ъ* п = то 2 = ^ Х)(х* - х) 2 . 

П к =1 
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Энэ үнэлэлтүүд нь хязгаартаа хэвийн тархалттай мөн хязгаартаа 
эрчимтэй болохыг дээр тогтоосок билээ. 

Жчшээ 2. Бернуллийн схемд амжилт олох магадлал р —ийн хам- 
гийн их үнэний хувь бүхий үнэлэлтийг олъё. Түүврийг 


х к = 


{ 


1 

0 


хэрэв 

хэрэв 


к - р туршилтанд амжилт гарвал, 
к р туршилтанд амжилтгүй бол 


бичлэгтэй ГЭЖ үзвэл үнэний хувь бүхий функц НЬ X — (# 1 , ..., х п ) 
түүврийн хувьд ' 4 , 


Ь - Ь(х и ...,х п ,р ) = Пр Х Ч 1 -р) 1 Хк ■ 
к =1 

Эндээс 

1 пХ = ^[ж*Лпр + (1 — х к ) 1 п (1 -р)]. 
к =1 

Уламжлал авъя: 


д\пЬ _ А / 1 - хчЛ 
д Р Ы\Р 1 ~Р) 


X ' п 


р 


тг 



пх 
1 -Р 


= 0 . 


Ийнхүү 


= X. 


Бернуллийн п удаагийн туршилтанд р п тооны амжилт гарсан гэвэл 


Ргь + * л ' + •Хп 

болж р* = &». Муавр - Лапласын теорем ёсоор р* = нь хязгаартаа 
нормал тархалттай байна. Эрчимтэй гэдэг нь шууд бодогдоно. 

Одоо бид цэгэн үнэлэлт байгуулах моментын аргын тухай авч 
үзье. Эх олонлогийн тархалт Р${х, Ө) = Р(х к = х) нь Ө = (0 1} .. ., Ө 3 ) 
гэсэн 5 пшрхэг параметрээс хамаарч байв. Тэгвэл онолын моментууд 

а к = Е( к 

нь (6 1 !,..., Ө$) нараметрээс хамаарсан функц байх болно. а г — д хар- 
галзах түүврийн моментүүд а г —г авч 

Г = <*{(Ө 1, ...,Ө 3 ) 

1 * = 1 , • • • 5 , 
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систем тэгпштгэлийг Ө{— ээр бодоход гарсан шийд Ө* = ..., а 3 ) 

хэмжигдэхүүнийг параметрийн үнэлэлт болгон авах аргыг момен- 
тын арга гэж нэрлэнэ. 

Эх олонлогийн тархалт нь 

р(х,Ө и ...,Ө,) 

нягтын функцтэй гэе. Мөн 

» 

сц(ө 1 ,---,Ө,) = I х'р(х;ӨӨ,)<Ь, к = 1 , 2 ,...$ 

моментууд төгслөг орпшн байг. 

Г — а;(0 ь ... ,Ө 3 ) 

1 г — 1,..., 3 

систем тэгшитгэл нь ганц шийдтэй ба шийд нь 
Ө, = а~ 1 (а 1 ,...,а е ), г = 1...з , 

тасралтгүй урвуу функцээр илэрхийлэгддэг байг. Энэ нөхцөлийн 
үед доорхи теорем хүчинтэй. 

Теорем 4.3. 

Г а г 1 $«) 

1 г “ 1? 2,..., э 

систем тэгшитгэлийи шийд болох Ө*, г = үнэлэлт нь зо- 

химжтой үнэлэлт байна. 

Баталгаа: Нөхцөл ёсоор үнэлэлт Ө* нь а' 1 тасралтгүй функцээр 
илэрхийлэгдэнэ: 

Ө^ — (< 2 - 1 , • • ■, а 3 ). 

Их тооны хууль ёсоор а г бүр нь сц рүү магадлалаар нийлнэ: Уе > 
0 , Үг бүрд 

Ит Р(| а % — а г |< е) = 1. 

оо х 

Эндээс мөн а” 1 тасралтгүй гэдгээс п оо үед Ө* нь Ө{ рүү магад- 
лалаараа нийлнэ: 

йш Р (| Ө* - Ө г \< е) = 1. 


Теорем батлагдав. 
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11.5. Интервалан үнэлэлт 

Цэгэн үнэлэлт нь үл мэдзгдэх параметрийн нэгэн оиролцоо ут- 
гыг өгнө. Гэтэл амьдрал/практик дээр үл мэдэгдэх параметрийн 
утгыг нилээд их магадлйлтайгаар агуулж байдаг тийм цэгүүдийн 
олонДогийг зааж өгөх шаардлага тавигддаг. 

Хэрвээ параметрийн үнэлэлтийн тархалтын хууль, түүний дис- 
перс мэдэгдэж байвал үл мэдэгдэх параметрийн утга дотор нь унах 
магадлал хангалттай юс байх/йцаар интервалын заагийг зааж бол- 
но. 

Р(х I < х) = Р$(х,Ө) эх тархалттай ... ,х п санамсаргүй 

түүвэр өгөгджээ. 

Тодорхойлолт 1. Ө± = 01(т Ь ...,Х п ),0 2 = Ө 2 (Х 1 , . . . , Х п ) функ- 
цүүдийн хувьд дурын Ө бүрд 

Р (& 1 (х и ...,х п )<Ө< Ө 2 (х и ..., х п )) = 1-2 а 


магадлал нь 0—өөс хамаарахгүй байвал ( 01 , 02 )— г 1 — 2 а итгэх ма- 
гадлалтай итпгэх интпервал гэж нэрлэнэ. 

Жигиээ 1. хх,...,х п түүвэр нь (а, сг 2 )— параметртэй нормал тар- 
халттай эх олонлогоос хийгджээ. а 2 — параметрийг мэдэгдэж байгаа 
гэж үзье. Үл мэдэгдэх параметр а—ийн хувьд итгэх интервал бай- . 
гуулъя. Түүврийн дундаж болох х = ~ Х ^=1 хэмжигдэхүүн нь 
Ех = а, Ох = параметртэй нормал тархалттай байдаг. Иймд 
(х — а)у/п/а хэмжигдэхүүн (0,1) - параметртэй нормал тархалттай 
болж а—аас үл хамаарна. Эндээс 

Г х — а ] „ 

Р ч —< и а \ = 1 — 2а 

I ) 
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итгэх интервалыг байгуулав. Одоо (а,о- 2 ) хоёр параметр хоёулаа 
мэдэгдэхгүй байыа гэж үзье. Энэ үед 

х-а г -- 

1 П ~\ = — г =Үп - 1 

у/ГП 2 

хэмжигдэхүүнийг авч үзье. Бидний үзснээр * п _х хэмжигдэхүүн нь 
п~\ чөлөөний зэрэгтэй Стьюдентийн тархалттай. Иймд 

= 1 — 2а 

тэгшитгэлээс мөрдөх • 


I _ / т>2 „ / ГП2 I 

р < “ < * + ‘«-у тгт } = 1 - 2 ° 

тэгшитгэлээр ятгэх илтервал тодорхоилогдоно. Өгөгдсөя а— аар 
Стьюдентийн тархалтын хүрднээс 2 а ,п-1— ийг олно. 

Одоо <т 2 параметрийн хувьд итгэх интервал байгуулъя. Хэрвээ а 
параметр мэдэгдэж байвал 

х 1 = ~ а ) 2 = р 2 /* 2 

а к= 1 

хэмжигдэхүүнийг ашиглана. у 2 нь п— нөлөөний зэрэгтэй хи - 
квадрат тархалттай. Хи - квадрат тархалтын хүрдээс 

Р{х1 > х1 , п } = а 

тэгпштгэлийг ашиглан ү 2 п тоог олно. Ингээд 

%Цп<^<хи = 1-2« 


тэнцэтгэл буюу 


Р{3/х«,п < О < 5/х 1 - 0 , п } = 1-2а 


тэнцэтгэлээс итгэх интервалыг олно. Хэрэв а параметр мэдэгдэхгүй 
байвал 
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хэмжигдэхүүнийг ашиглана. Энэ хэмжигдэхүүн нь п — 1 чөлөөний 
зэрэгтэй х 2 тархалттай. Ийнхүү 

Р{л/птщ,/х а , п—1 < <т < у/тщ/Х!-*,*-*} = 1 ~ 2а 

илэрхийллээр итгэх интервалыг байгуулна. 

Практикт ихээхэн тохиолддог нэгэн асуудал бол үл хамаарах 
хоёр түүврийн дундаж утгуудыг жиших асуудал юм. Үүний тулд 
дундаж утгуудын ялгаврын хувьд түүврээр итгэх интервал байгуу- 
лах нь ашигтай юм, 

П 1 5 

#21? ^22? * « ч ^2 п 2 

хоёр үл хамаарах түүвэр байг. Түүврүүд нь хгфгалзан (а± у сг 2 ), (а 2 , 
<7 2 )— параметртэй нормал тархалттай баив. Түүвэр бүрээр тоодоол-| 
сон түүврийн моментууд 

Ък ү п к 

Хк = — гп2к = — - йь) , к = 1,2, 

^ й й 

- ыг ашиглан — а 2 ялгаврын хувьд итгэ# интервал байгуулъя. 
Бүлэг 10 ын теорем 4.1 - ээс х 1у х 2 , ш 2 1 , т 2 2 статистикууд хамаа- 
ралгүй болно. Түүнээс. гадна • т 2 ^/<г 2 хэмжигдэхүүн нь — 1 

чөлөөний зэрэгтэй х 2 тархалттай. Эндээс 


П1Ш21 + П 2 т 22 


хэмжигдэхүүн п\ + п 2 — 2 нөлөөний зэрэгтэй х 2 тархалттай. Ийнхүү 

[Х 1 -XI- (а х - а 2 )]/^ _ 


'П 1 +П 2 — 2 


-7П2! +П2ТП22 


(П1 ТП2— 2)<7 2 


^1 — х 2 — а\ + а 2 


* лМ +^2 — 2 


>/™ 1 т 21 + ^ 2 т 22 

хэмжигдэхүүн П 1 + п 2 — 2 чөлөөний зэрэгтэй Отьюдентийн тархалт- 
тай болно. Үүнийг ашиглан а х — а 2 хэмжигдэхүүний хувьд итгэх 
интервалыг хялбархан баигуулж болно. Дээр байгуулсан итгэх ин- 
тервалууд нь түүвэр нормал тархалттай үед байгуулагдав. Харин 
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туүврийн тоо п их байх үед хязгаарын голг теоремыг алшглан ду- 
рын түүврийн хувьд түүний онолын дундаж утга Ех к = а, дис- 
перс Г)х к = а 2 параметрүүдийн хувьд ойролцоо итгэх интервалуу 
дыг байгуулж болно. Үнэхээр хязгаарын гол теорем ёсоор дурын 
... ,х п санамсаргүй түүврээр авсан 

хх Н-+ х п — па х — а 

у/аУп 


хэмжигдэхүүний тархалт нь (0,1)— параметртэй нормал тархалт- 
тай ойролцоо билээ. Хэрэв сг 2 нь а 2 ~ ийн зохимжтой үнэлэлт байх 

үед 

х — а 


СГп/у/п 


хэмжигдэхүүний хязгаарын тархалт нь (0,1)— параметртэй нормаи 
тархалтанд ойрхон. Иймд 


Иш Р 

п—Ъоо 


х — а 
а п /\/п 



- 1 -2а 


буюу п —У оо үед 


Р 


х — < а < х + п 

у/п 



« 1 — 2а. 


Эндээс итгэх интервалаа олно. 

Жишээ 2. 1). # 1 ,..., х п түүвэр нь А = Ех п = Пх к параметртэй 
Пуассоны тархалттай эх олонлогоос хийгдсэн байв. Бид х нь А—ийн 
зохимжтой үнэлэлт болохыг мэднэ. Иймд п —^ оо үед 


Р 


х — и а 


— < А < х + и а 
п 



-> 1 - 2а. 


Энд и а — г (0,1)— параметртэй нормал тархалтын хүрднээс олно. 

2). [ 1 п нь Бернуллийн схем дэхь п туршилтанд гарсан амжилтын тоо, 
р— амжилт гарах магадлал. Бид ^ нь р—ийн зохимжтой үнэлэлт 

болохыг мэднэ. а п = ^ нь (т = у/р(1 — р) - ийн зохимжтой 

үнэлэлт болно. Иймд п — ^ ОО 


р 



-Л=(Т п <р< 

у/п п 


'П и а 1 

- + — а п ) 
г п ) 


->1-2а. 
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Дээрхийн адил и а — г (0,1)- - параметртэй нормал тархалтын хүрд- 
нээс олно. 

Хязгаарын теоремын тодорхой хувилбаруудыг ашиглан бусад мо- 
ментууд болон үл мэдэгдэх параметрээс хамаарсан функцийн хувьд 
асимптот итгэх интервалын үнэлэлтүүдийг байгуулж болно. 


11.6. Регрессийн шинжилгээ 

Энд хамгийн энгийн тохиолдол болох 

у = ах*+Ь (6.1) 

хэлбэртэй шугаман функцийн үл мэдэгдэх а, Ь коеффициентүүдийг 
олох шаардлагатай гэж үзнэ. (6.1) - ийн х хэмжигдэхүүний утганд 
у - ийн утга ямар нэгэн алдаатаигаар хэмжигдэнэ гэж үздэг. 

Үүний математик бичлэг нь дараахь хэлбэртэй. Өгөгдсөн (# 1 ,.. .| 
• • •, ^п) утганд харгалзан (у г ,..., у п ) түүврийн утга нь 

у^ = ах % + Ъ+5„ г=1 (6.2) 

хэлбэртэй байна . Энд 5{ - үүд нь үл хамаарах (0,<т 2 ) - параметртэй 
нормал тархалттай санамсаргүүй хэмжигдэхүүн. Энд а, Ь, а 2 пара- 
метрийг үнэлэхэд хамгийн их үнэний хувь бүхий аргыг атттиглаж 
болно. 5{ - - үүд нормал тархалттай тул у — (у 1? ..., у п ) түүврийн 
үнэний хувь бүхий функц нь 

1 1 п 

Ь{у, а, Ъ, а) = ех Р{ - 2^ 2 ~ _ ^ ^ 

Эндээс дараахь тэгшитгэлийн сиетемийг бичнэ: 


э\пь 

э^ь 

д^пь 

э<? 2 


= =2 Ег "=1 *»($« ~ аХ . — 6 ) = 0 , 

= ~^2 Г»=1 {Уг — ах г — Ъ) = 0, 

= -^* + 5^1(и-“.--Ь) 2 = 0. 


Энэ системийг х * = 0 Үед бодвол 


Е?=1 Х гУг ** ^ _ *2 1 ь+\2 

а = -=-—, 6 = —^ - “2-ЛЙ “ й *» - 6 ) • 


Е?=1 




*=1 


г —1 
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Хэрвээ энд у, - үүдийг (6.2) томъёогоор идэрхийдэн бинвэл 


(I — й -}■ 


Е?=1*? ’ 


ь* = ь + 


болох бөгөөд математик дундаж ба дисперсийг бодвол 
Ма* = а, МЬ* = Ь, Ла* = —^-г, БЬ* = 

Е,=1 *? » 

Ийнхүү а*, үнэлэлтүүд нь хазайлтгүй зохимжтой болох нь шууд 
харагдаж байна. 

Дээрхи бодлогонд а,Ь нараматрүүдийг үнэлэх нэгэн арга бол 
хамгийн бага квадратын арга юм. Энэ нь 

< 2 («>= ХХзк - «*. - Ь) 2 

г =1 


функдийг минимумд хүргэдэг а ба Ъ - ийн утгыг олох асуудал юм. 

нь хэмжилтийн утгууд ба онолын утгуудын ялгаварын квад- 
ратуудын нийлбэрээр бинигдэж байна. 

у{ - түүвэр нь нормал тархалттай үед энэхүү хамгийн бага ква- 
дратын аргаар үнэлсэн үнэлэлт нь хамгийн их үнэний хувь бүхий 
үнэлэлттэй давхцдаг юм. 

Одоо бид хамгийн бага квадратын аргыг дараахь бодлогонд авн 
үзье 

(^то х 2{ , ■ ■ • ?3+1)7 ^ 1 , 2 ,... ,п, 


цэгүүд дээр 

у — Ө\Х\ + Ө 2 х 2 + •. ■ + ӨрХр 
хэ;мжигдэхүүнийг хэмжсэя гэе, Энэ хэмжилт нь 

У* = Ө\Хц + ... + Ө р х р{ + Л- 

тавилгатай ба - үүд нь үл хамаарах = сг 2 байв. Хамгийн ба- 
Та квадратын аргыг хэрэглэн 0 1? ..., Ө р параметрүүдийг (у 1у . .., у п ) 
түүврийн тусламжтайгаар үнэлэе. Үүний тулд 

3 ( 01 -- А ) = ^>.- Е ^.) 2 
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илэрхийлэлийг минимумд хүргэдэг Ө*, % — - цэгийг олох 

ёстой. Энэ илэрхийлэлээс Ө{ - ээр уламжлал авч тэгтэй тэнуүүлбэл: 

дО п р 

«д- = - 253 (»,- - 53 Ө кХы)хц = 0, / = 1,.. .р. 

° Ө < .=1 4=1 

Эндээс 

п р тг 

УУ У! — У , •ьцУг) I — 1 * • • * 

г=1 #г=1 ' г=1 

буюу матрицан хэлбэр дээр бол 

50 = Ху 

(Ө = {9 Х .\.,Ө Р У, у = (у и ...,у п У, Х= ||*«||, 5 = ХГ) 
хэлбэртэй бичигдэнэ. 

Хэрвээ 5’ матриц нь үл бөхөх бол дээрхи тэгпштгэлээс 

ө* = (Ө1,...,ө;у = з- 1 Ху. 

Математик дундаж ба ковариацын матрицииг бодвол 
ЕР = 8~ г ХЕу = З^ХХ'Ө = Ө , 

- а 2 (5“ 1 Х)(5' 1 Х) / - а 2 (3 , ’ 1 ХХ / 5 , '“ 1 ) = «г 2 ^ 1 . 

Эндээс шугаман үнэлэлт 0* нь хазайлтгүй үнэлэлт болж байна. Энэ 
үнэлэлтийн нэгэн чухал чанарыг дараахь теорем үзүүлдэг. 

Теорем 6.1. Хэрвээ ух,...,у п түүврээр баигуулагдсан дурын 
шугаман хазайлтгүй үнэлэлт Ө = (01,..., Ө р ) авахад 

тэнцэтгэл биш биелдэг. 

Баталгаа: 

Ө = Су 

хэлбэртэй байг. Ө = ЕӨ — СХ'Ө учраас (хазайлтгүй) 


СХ' = I 
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бо.шо. I - нэгж матриц. Ө - ийн ковариацын матриц: 

Г>[5] = С7Х»[у]С!" 

Одоо СС’ матрицийг Ө* үнэлэлтийн 5 -1 матрицтай житттъе. СХ' = 
ХС' = 1 гэдгийг ашиглавал 

СС' = СС' + 5 -1 - 5 -1 = 

= 5 -1 + СС' + 8-'ХХ'5~ 1 - 8~ 1 - 8-^ХХ'З- 1 = 

= 5- 1 + СС' - 8-^ХС' -*СХ'8~ 1 + 5 -1 Х;С'5 -1 = 

= 5 -1 + (С - 5 -1 )(С - 5 -1 Х)'. 

Одоо (С — 8~ У Х)(С — 5 -1 АГ)' - матрицийн диагналийн элемеытүүд 
эерэг гэдгийг ашиглавал теорем батлагдана. 

11.7. Лабораторийн ажил 

1 . Регрессийн загвар. 

= 0.2 + 0.5(» - 1), г = 1,2 ,..., 10 


утгуудад 


/(х) = ах 2 + Ъх + с 


функцээр уг - утгууд хэмжигдсэн байв. 

а. Параметрийн унэн утгууд: 


а — 1 , 6 = 2, с = — 1 , 

г = 1,2,..., 10,-(0; 0.06) - параметртэй нормал тархалттай үл 

хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд бол 

Ц{ — х • + 2х, - 1 + 

түүврийн утгуудыг загварчла ! 

б. (а 51 ', Ъ*,с*) - үнэлэлтийг хамгийн бага квадратын аргаар ол? 

в. 

у = х 2 + 2х — 1, у = а*х 2 + 6*у + с’ г 
функцүүдийн графикийг байгуулж - цэгүүдийг тэмдэглэ! 
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2. Нийтийн цйлчилгээиий бодлого . Сонин худалдагн к ширхэг 
сонин авн зарах бөгөөд нэг сонин зарахад а хэмжээний ашиг унана. 
Долоо хоног дутам гардаг сонинг хүлээн аваад дараа долоо хоно- 
гын мөн өдөр, цагт зарагдаагүй сонинг буцааж шинэ дугаар авна. 
Зарагдаагүй буцаасан сонин бүрээс Ь хэмжээний алдагдалд хүрнэ. 
Хоногт 8 цаг ажилладаг бөгөөд пшнэ сонин гарсан өдөр түүнийг 
худалдан авагчийн урсгал А — 10 мин. параметртэй илтгэгч тар- 
халттай, дараагийн өдөрүүдэд А нь нэг нэгээр өмнөх өдрийнхөөс 
буурдаг бол худалдагч хамгийн их ашигтай байхаар к - г сонгох 
дундаж тоог загварчлалын аргаар үнэлэ (бүх худалдан авагчийн 
тоог загварчлаад тийм тооны сонин зарахаар авсан үед хамгийн их 
ашиг т ай баина)! 


11.8. Бодлого 

1. Санамсаргүй түүвэр (х\, .., х п ) - ийн хувьд Ехь — а - үл 

мэдэгдэх параметр, = о\ - мэдэгдэж байгаа бол а параме- 
трийн хазайлтгүй, шугаман, хамгийн бага дисперстэй үнэлэлт 

а * - г байгуул! [«* = (Ек =1 ^) / (Е2=х <<)] 

2. Санамсаргүй түүвэр (^ 1 , х 2 ,..., х п ) - ийн вариацийн цуваа л;(х) < 

... < Х[п) байг. Хэрэв _ 

a) хь нь [а, Ь] хэрчим дээр жигд тархалттай , 

b) хь нь р(х) = <те"' аа? , х > 0, - нягттай 
үед 

х г + ... + х п ^ _ Я( 1 ) + Х( п ) 

2 


<9* == х = 


үнэлэлтүүдийн математик дундаж, дисперсийг тус тус ол! 


a) ЕӨ{ = ЕӨ; = 

ПА* — (Ь ~°) 2 

- 2(п+1)(п+2) 5 

b) щ = № = 

^2 = ^(1 + | + -;- + ^Г + Й, 

& Ө 2 = 4^ 0 + Р’ + • • • + + ^) ] 


3. Лапласын тархалтын нягт 

/(я, Ө ) — (2а)~ 1 ехр( — \х — р\ /сг), —оо < х < со. 
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Лапласын тархалттай эх олошюгоос хийгдсэн түүвэр (х и ..., х п 
- ээр байгуулагдах Ө = (/х, ст) параметрийн хамгийн их үнэний 
хувь бүхий үнэлэлт нь 


хэрэв п — 2к — 1, 
(*(*) + Я(* + 1 ))/ 2 , хэрэв п = 2 к, 


ь = 


^ Е 1 а +- г 1 

П к =1 


томьёогоор илэрхийлэгдэх 0 =• (#, 5-) үнэлэлт болохыг батал! 


4. (^ 1 ,..., х п ) түүвэр нь Ө параметртэй илтгэгн тархалттай эх олон- 

логоос хийгдсэн бол Ө - ийн хамгийн их үнэний хувь бүхий 
үнэлэлтийг олж, зохимжтбй болохыг батал! 

5. Санамсаргүй түүвэр (ж 1 ,...,ж п ) нь [Ө,Ө + 1] хэрчим дээр жигд 

тархсан эх олонлогоос хийгдсэн байна. [таХк Хк— '1,тт*®*] ин- 
тервалын дурын цэг нь Ө - ийн хамгийн их унэний хувь бүхий 
үнэлэлт болохыг батал! 


6. [0,0] хэрчим дээр жигд тархеан эх олонлогоос авсан (жх,..., д: п ) 
түүврээр байгуулагдах п - р эрэмбийн статистик нь 0 ийн 
хувьд хүрэлцээтэй статистик болохьгг батал! 


7. Санамсаргүй түүвэр (® 1 ,..., х п ) нь 

' /(#; Ө) = 1/{тг[1 + (ж — 0) 2 ]}, ~оо < т < оо, 


нягттай Кошийн тархалттай эх олонлогоос хийгдсэн бол түү- 
врийн медиан 


\ аг(ь), хэрэв п — 27с — 1, 

( (а?(ц + дг(* +1 ))/2, хэрэв п = 2к 


ны хязгаарын эрчим нь 8/л 2 болохыг батал! 


8. Нормал тархалттай санамсаргүй тооны хүрдийг апшглан (0.5; 1) 

- параметртэй нормал тархалттай эх олонлогоос (х\, х^... 7 х п ). 
п = 22, санамсаргүй түүврийн утгуудыг ав. Энэ утгуудыг 
ашиглан дундаж утга а - ийн хувьд 0.95 итгэх магадлалтай. 
дисперс <7 2 - ийн хувьд 0.94 итгэх магадлалтай интервалан үн- 
элэлтийг байгуул! 


9. Эх олонлог нь 1 - ээс N хүртэл дугаарлагдсан элемектүүдээс 
тогтох ба N нь мэдэгдэхгүй тоо юм. Вуцаалттай санамсаргү 
түүврийн схемээр П ХЭМЖЭЭСТ түүвэр (# 1 , 22, ..., х п ) хийгдэв. 
таха^ нь N - ийн хувьд хүрэлцээтэй статистик болохыг батал! 



Таамаглал шалгалт 


12.1. Таамаглал шалгах 

тодорхой бодлогууд 

Практикийн олон асуудалд турншлтын өгөгдөлүүдийг алшглан 
урьдчилан таамаглаж буй зүйлийг шалгах шаардлага гардаг. Жиш- 
ээлбэл: 

1. Түүврийг ашиглан параметр нь тодорхой утгатай тэнцүү, эс- 
эхийг тогтоох 

2. Ижилхэн эх олонлогоос хийгдсэн түүвэрүүдээр бодогдсон түү- 
врийн характеристикүүд ялгаатай гарах үед энэ ялгааг санамсар- 
гүй юмуу эсвэл бодитой зүйл мөн үү гэдгийг тогтоох гэх мэт болно. 

Таамаглалыг хүлээн авах эсвэл няцаах шийдвэрийг өгдөг дүр- 
мийг таамаглал шалгах шинжццр гэж нэрлэнэ. Ийм тодорхой игин- 
жүүрүүдийг авч үзье. 

(1) Интервалан цнэлэлт дээр цндэслэгдсэн шинжццр. Түүвэр 
(х 1у ..., х п ) нь (а, а 2 ) - параметртэй нормал тархалттай эх олонлогоос. 
хийгдсэн байг. Энэ түүврийг ашиглан параметр а нь өгөгдсөн а 0 
утгатай тэнцүү (а = а 0 ) гэсэн таамаглалыг зөвшөөрөх эсвэл няцаах 
шаардлага гарлаа гэе. Хэрвээ энэ таамаглал үнэн бол 

х а 0 у ~ 

Тп -1 — —- I 
у/гП2 

хэмжигдэхүүн п — 1 - чөлөөний зэрэгтэй Стьюдентийн тархалттай. 
Иймд 
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Энэ нь а маш бага үед 

Яо[ > 1 а , п —1 

үзэгдэл бараг явагдах боломжгүй гэсэн үг. Харин өгөгдсөн түү- 
врийн хувьд 

\х ао( ^ ^а,п —1 

тэнцэтгэл биш биелэгдчихвэл 2а итгэх түвшингийн хувьд энэ хазай 
лт бий болсон н ъ а — а 0 таамаглалыг няцаах шийдвэрт хүргэнэ. Энэ 
үед а = ао таамаглал үнэн байхад а = а 0 таамаглалыг няцаах буюу 
буруу шийдвэр гаргах магадлал 2а - тай тэнцүү байна гэж ярина. 

Ийнхүү дундаж утгын интервалан үнэлэлтийг таамаглал пшг 
гахад апшглаж байна. Дээрхитэй яг адилхан хоёр үл хамаарах түү- 
врийн эх олонлогын математик дундаж тэнцүү байх таамаглалыг 
шалгахад а х = а^ буюу а\ ~ а 2 — 0 үнэн гэж үзээд 

^1 — 

Т П1+п 2 -2 = - “ \ 1/2 

I п 1ТП21+П 2 7П22 [ 

\ «1+Т12—2 / 

хэмжигдэхүүнийтархалт чөлөөний зэрэгтэй Стьюдентийн 

тархалттай гэдгийг адшглаж болох юм. 

(2) Хи квадратп шинжццр. ..., т п түүврээр түүврийн эх 

олонлогын тархалт нь Г(х) мөн гэсэн таамаглал: 

Р(х к <х) = Р(х), к = 1 ,...,п, 

- ийг шалгах асуудлыг авч үзье. Үүний тулд тоон шулууныг < 
< - * * < цэгүүдээр г + 1 ширхэг үл огтлолцох хэсэгт хуваая: 

( оо, 2х), [г ь 2 2 ), ..., [г г , +оо). 

Эдгээр завсарт санамсаргүй хэмжигдэхүүн унах магадлалуудыг 
тооцоольё: 

Р1 = Р(х к е (-00,21)) = Р(гг), 
р 2 = Р(х к € [ 21 , 22 )) = Р(г 2 ) - Р(г 1 ), 


т 2 
п — 1 



Р1 = Р(*к € [ 2 ;_ 1 , 2 ,)) = Р(г,) - р(г,- 1 ), 



12.1. ТААМАГЛАЛ ШАЛГАХ ТОДОРХОЙ БОДЛОГУУД 225 


Рг-и = Р(хк € [ 2 г> оо)) = 1 - Г(г г ). 

Дээрхи г + 1 интервалуудын аль нэгэнд к —р туршилтын үр дүн 
болон Хк утга унахтай холбогдсон п үл хамаарах туршилтын дүн 
нь п туршилттай полином схемтэй холбоотой нь илэрхий. Тэгвэл 
гщ = пц(х - ээр Х1(ш),х 2 (ш), . .., ж п (ш) утгуудын I - р ин- 

тервал гц) - д унасан тоог тэмдэглэе. Хэрвээ бидний таамаглал 
үнэн бол тп 1 утга нь Еүп{ = пр/,/ = + 1, утгатай ойрхон 

байх ёстой. Иймд пц - үүд пр\ - д ойрхон байгаа эсэхийг илэрхий- 
лэх хэмжигдэхүүнийг ашиглан шалгалт явуулах боломжтой. Иймд 
хэмжигдэхүүн олон янз байж болно. Гэвч гол төлөв Пирсоны хи - 
квадрат статистик гэж нэрлэгдэх 

2 _ (т ; - пр;) 2 

'ПпуГ / -V 

П Р1 

хэмжигдэхүүнийг өргөн ашигладаг. Дурын х > 0 тогтмол > 0, 

/ = 1,...,г + 1- үүдийп хувьд п —> оо байхад 

Р«г <*)-»• ^(Хг < 

өгүүлбэр хүчинтэй байдаг байна. Энд \г нь г " чөлөөний зэрэгтэй 
хи - квадрат тархалттай хэмжигдэхүүн. Энэ өгүүлбэрт Пирсоны 
хи - квадрат статистикийг ашиглахын гол үндэслэл орнгаж байгаа 
юм. У чнр нь энэ өгүүлбэрииг ашиглан бидний таамаглал үнэн байх~ 
ад 

Кг > с} 

үзэгдэл явагдах магадлал хүрэлцээтэй бага байх С - тоог сонгох 
боломжтой юм. С - тоог итгэх утга гэж нэрлэнэ. Хэрэв энэ үз- 
эгдэл явагдвал бараг боломжгүй үээгдэл явагдлаа гэж үзээд таа- 
маглалыг няцаах болно. Учир нь таамаглал ажиглалтын утгууд 
яДсэ),Х 2 (сэ),.. .,х п (о?) - тай зохицохгүй байна гэсэн үг юм. Ийн- 
хүү шалгах дүрэм буюу статистик шинжүүр нь {т^ > С7} үзэгдэл 
явагдвал таамаглалыг няцаана хэрэв {т}^ г < С} үзэгдэл явагдвал 
таамаглалыг эөвшөөрнө гэсэн өгүүлбэр болно. Р{т}^ г > с} = а нь 
таамаглал үнэн үед таамаглалыг няцаах магадлал болно. а —ийн 
утгыг урьдчилан өгөөд С-га - Р{Пг > ^} тэгшитгэлийг ашиглан 
ойролцоогоор бодож олно. 
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(3) Колмогоровын шинжуур. Хэрэв Г(х) тархалт нь тасралт- 
гүй функц бол түүврээр таамаглалыг шалгахад 

Бп^у/п зир |^п(я) — /' , (я)| 

— 00 < 27 < + 00 

хэмжигдэхүүнииг ашиглаж болно. Энд Р п (х) нь түүврийи тур- 
пшлтын тархалтын функц болно. В п - ийг Колмогоровын хоёр талт 
статистик гэж нэрлэдэг. Таамаглал шалгахад бид Колмогоровын 
теоремыг ашиглан 

Р(О п > с) — а 

баихаар С тоог ойролцоо илэрхиилнэ. 

Дээр үзсэн бүх шивжүүрүүдийг хэрэглэхэд таамаглаж буй тар- 
халт Р(х) нь яг мэдэгдэж байх шаардлагатай байна. Практикийн 
олон тохиолдолд таамаглаж буй эх тархалтын зөвхөн хэлбэр нь мэд- 
эгдэх бөгөөд параметрүүд ор мэдэгдэхгүй байх явдал байдаг. Жиш-1 
ээлбэл нормал тархалттай гэж мэдэгдээД (а, а 2 )' параметр нь то- 
дорхойгүй байх юм. Ийм тохиолдолд хи - квадрат шинжүүрт авсан 
завсарын магадлалууд 

Р% = р%{ 8 1 ,..., ө а ), г = 1 7 г + 1, 

нь үл мэдэгдэх Ө = ( 01 ,... 7 Ө 3 ) параметрээс хамаарах болно. Энэ нь 
р{ гэсэн тоон утгыг гаргах боломжгүй болж байна. Энэ үл мэдэгдэх 
параметрийн оронд түүнии үнэлэлтийг тавьж асуудлыг шийддэг. 

Ө = (0 Х ,..., 0 5 ) - ийн үнэлэлт Ө* = (0*,..., 0*) байвал үүнийг пара- 
метрийн оронд тавьсаны дараа гарах Пирсоны хи - квадрат стати- 
стикийг 7]^* г гэж тэмдэглээд 

{<г > С) 

үзэгдэл явагдаж байвал таамаглалыг няцаана. Ийм үл мэдэгдэх па 
раметртэй таамаглал шалгах асуудлыг нийлмэл таамаглал шалгалт 
гэж нэрлэнэ. Хи - квадрат статистик нь 

2. _ А (га;-ир/(0;,.-.,0;)) 2 
п ' г и п Р1 (өъ...,ө*) 

хэлбэртэй болно. Энэ статистикийн хувьд итгэх түвшинг тодорхой- 
лон олохын тулд ? 7 ^* г ийн п —> оо үеийн хязгаарын теоремыг апти - 
гладаг. Жишээлбэл бид Ө* үнэлэлтээр 
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ил^рзшилэлийг минимумд хүргэдэг цэгийг авбал дээрхи статисти- 
-кийн хязгаарын тархалт нь г - 5 - - нөлөөний зэрэгтэй хи - квадрат 
тархалт байдаг байна. Эндээс харахад хуваалт интервалын тоо үл 
мэдэгдэх параметрийн тооноос их байх шаардлагатай болж байыа. 
Хэрвээ Ө нь Ө параметрийн хамгийн их үнэний хувь бүхий үнэлэлт 
бол 

~2 _ 'О (Ш/ Т1р1(Ө\ • ■ * ? ^?)) 

^ ~ 

статистикиин хязгаарын тархалт нь хи - квадрат биш болох ба ха- 
рин Хпг ~ ии н °Р 0Ы Д хи - квадрат маягын статистикийг апшглах 
явдал гардаг. Энэ нь хязгаартаа хи - квадрат тархалттай байхаар 
хувиргалт хийсний дүнд гарн ирдэг. „ 

Х и - квадрат шинжүүрийн хоёр чухал хэрэглээг авн үзье. а) 
Түүврийн элементүүдийнТу'слам:жтайгаар -.., А г - утга - - 

даг А шинж, ..., В в - утга авдаг В шинжийн хослолоор (г х $) 

- хэмжээтэй матриц үүсгэе, Матрицийн (г,^) - р элемент нь 
А{,В 3 — шинжийг хангасан түүврийн элементүүдийн тоотой тэн- 
цэнэ. - түүврийн элемент А*, В^ шинжтэй байх магадлал. Тэгвэл 
”А ба В шинжүүд үл хамаарах” гэсэн таамаглал нь 


Рч = П»Р»}, Р.. > 0 ,Рч > 0, = 1 

* 3 

байдаг тогтмол (г = 1,..., г), р щ ^ (] ~ 1,,.., з) тоонууд оршин 
баина гэсэнтэй тэнцүү чанартай. р** ба р^ тоонуудыг мэдэгдэхгүй 
гэж үзвэл тэдгээрийн оронд 



3 


үнэлэлтүүдийг авдаг. Эдгээр үнэлэлтүүдийг 


X 


Оъ - прдрдУ 

прыр.; 


(п 


Ү 


хэмжигдэхүүний Р{*,р Щ з - үүдийн оронд тавихад гарсан хэмжигд- 
эхүүнийг бодож хи - квадрат шинжүүрийг зохионо: 


IV- - 2 

п ү^1 - пЛ. 





Ч 
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Энэ хэмжигдэхүүн нь п —► оо үед хязгаартаа зг — (г + $ ~ 2) — I = 
(г — 1)($ — 1) - чөлөөнии зэрэгтэй хи - квадрат тархалттай байдаг. 
Энэхүү хязгаарын тархалтыг итгэх түвшинг ойролцоо тооцооло- 
ход аншгдаж болно. г]* г . 3 - ийн утга их байвал үл хамаарах тухай 
таамаглалыг няцаах хэрэгтэй гэсэн дохио болно. 
б) 8 ширхэг үл хамаарах түүвэр байг. Энэ түүвэр нь нэгэн төрөл, 
өөрөөр хэлбэл ”бүх түүвэр нь ижилхэн тархалттай эх олонлогтой” 
гэсэн таамаглалыг шалгах ёстой байна гэе. Түүвэр тус бүрийг ямар 
нэгэн ншнж тэмдэгээр нь г бүлэгт хуваая. Дараахь тэмдэглэлийг 
оруулья: 

— х чанарыг хангасан з ~ Р түүврийн элементийн тоо, 

Рг: — 3 ~ Р түүврийн элемент г чанарыг хангах магадлал. 

Нэгэн төрлийн байх тухай таамаглал нь р %2 = р г буюу бүх түүврийн 
хувьд малгадлал нь ижилхэн утгатай гэсэн үг юм. Мөн л 

ЕК _ п }Р*) 2 / п зРч 

г-З 


(п^ нь 2 — р түүврийн элементийн тоо) хэмжигдэхүүнийг ашиглах 
ба энд байгаа р* үл мэдэгдэх параметрийн оронд 

р* = (Е^)/(Е^) 

з з 

үнэлэлтийг тавина. Ингэхэд гарах хэмжигдэхүүний хязгаарын тар-| 
халт нь (г — 1)(з — 1) ~ чөлөөний зэрэгтэй хи - квадрат тархалтаар 
илэрхийлэгддэг. 


12.2. Таамаглал шалгах 
ерөнхий зарчим 

Статистик таамаглал шалгах шинжүүр нь түүврээс хамаарсан 
ямар нэгэн функцийн хувь дахь тэнцэтгэл биш хэлбэртэй байлаа. 
Энэ функцийг гол төлөв шинжщрийи стпатпистик гэж нэрлэнэ. 
Шинжүүрийн статистикийн тэнцэтгэл биш нь х = (хх : ..., х п ) түү- 
врийн авах утгуудын огторгуйд статистикийн хэлбэр, итгэх түв- 
пшнгээс хамаарсан ямар нэгэн пшнжих муж 8 - ийг тодорхойлно. 
Хэрвээ түүврийн утга шинжих мужид унавал шалгагдаж буй таа- 
маглалыг няцаана. 
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Н - таамаглалд харгалзах магадлалын т^ рхалт (еөрөөр хэлбэл Н 
таамаглал үнэн гэсэн үед гарч ирэх тархалт ( р н 5 0Л 

Рн{ х € 3) — а 

магадлал нь тогтмол үед шинжих муж 8 нь д нз б үр ба й х боломжтой 
нь тодорхой. Иймд итгэх түвпшн а нь тогт Мол байхад шинжих му- 
жуудын дотроос аль нэгийг нь ухаалгаар со йгон хэр эглэх нь зүйтэй 
болно. Энэ асуудлыг авч үзье. Хэрвээ Н таа.^ аглал нн эх олонлогын 
тархалтыг яг нэг утгатай тодорхойлж байв^д түүнийг энгийн таа- 
маглал гэж нэрлэдэг. Ниилмэл таамаглал н н эх олонлогын тархалт 
үл мэдэгдэх параметрээс хамаарсан үед гол Т өлөв яригддаг. 

Ямар нэгэн энгийн таамаглал Н 0 - ийг шг, лгах шаардлагатай бай- 
лаа гэе. Мөн Н 0 таамаглалыг шалгах шинж их мүж § тодорхойлогд- 
сон гэе. Ийм шинжүүрийн нэгэн гол тодорх 0 йлогч нь 

<Л = Рно & сР/ 

магадлал бөгөөд үүнийг 1 - р төрлийн ал<) аа гэж НЭ р ЛЭН э. Ийн- 
хүү 1 - р төрлийн алдаа нь Н 0 таамаглал үнэ н үед Т үүнийг нядаах 
маеадлал болно. Дээр хэлсэнтэй холбогдон ГН нц энэ чанраар шин- 
жүүрийг сонгох нь учир дутагдалтай, нэг утга тай биш юм. Н 0 
таамаглал худлаа байхад түүнийг хүлээн а вах өөрөөр хэл бэл Н 0 
худлаа үед х <Е 5 = П - 8 харьцаа биелэгдэ^ Х у ДЛаа Н 0 - ийг үнэн 
болгож авах алдаа гарч болох юм. Хэрвээ /Д таамаглал худлаа байх 
үеийн тархалт нь мэдэгдэж байвал энэ тарх алтаар 

{х € 5} 

үзэгдлийн явагдах магадлалыг тооцоолж бо лнох; Э1б т ухай ярихын 
тулд Н 0 - той өөр нэг таамаглал Н х - ыг УРаЛдуулдаг. Н 0 таамаглал- 
тай' уралдуулж буй Н х таамаглал нь энгийц таамаглал байжээ гэе. 
Тэгвэл 

магадлал буюу Н х таамаглал үнэн үед Н 0 та Тмаглалыг хүлээж авах 
магадлалыг 2 - р төрлийн алдаа гэж нэрлэд эг ү үнэ эс гарах 

1-/3 = Рн х {х € 8) 

магадлалыг шинжщрийн чадал гэж нэрлэнэ. Иймд бидний зорилго 
бол 1 - р төрлийн алдаа нь а-тай тэнцдэг б үх шинжүүрүүдийн 
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дотроос хамгийн чадалтай шинжүүр буюу чадал 1 — (3 нь хамгиин 
их байдаг, өөрөөр хэлбэл 2 - р төрлийн алдаа нь хамгийн бага байдаг 
пшнжүүрйиг сонгон олох явдал мөн. 

Жишээ 1. (а,<т 2 ) - иараметртэй нормал тархалтаас хийгдсэн 

з?!, # 2 ,... , 2 П түүвэр байг. <г 2 - параметр мэдэгдэж байна гэе. а 
параметрийн тухай 2 янзын таамаглал байна: 

#о • й — &0? 


Нг : а = а ь (а 0 < а х ). 


Энэ үл мэдэгдэх дундаж утгын хувьд 


X 


1 

п 


п 


к-1 


түүврийн дундаж нь хазайлтгүй, зохимжтой үнэлэлт болдогыг мэд-| 
нэ. Иймд таамаглаж буй утгуудын аль нь х - д ойрхон байгааг тог- 
тоох хэрэгтэй. Аль оирхон утганд харгалзах таамаглалыг хүлээж 
авна гэсэн үг. Алъ ч таамаглалын үед х статистик нь Бх = Ех = 
а ( Н 0 үнэн үед а = а 0 , Н г үнэн үед а — а^) параметртэй нормал тар- 
халтуудтай . Ийнхүү Я 0 , Н\ таамаглалуудын үед х - ийн тархалт 
ялгаатай байна. Таамаглал Я 0 (Ях)—д харгалзах магадлалыг Р 0 (Рх) 
гэж тэмдэглэе. а 0 < С < а\ байдаг С тоо авъя. Хэрвээ х > С бол Н\ 
- ийг хүлээж авна гэсэн дүрмээр шинжүүрийг томъёолож болох юм. 
Н 0 үнэн үед түүнийг няцаах магадлал буюу 1 - р төрлийн алдаа нь 

а = Р 0 (х > С). 

Н\ үнэн үед Я 0 * ийг хүлээж авах магадлал буюу 2 р төрлийн 
алдаа нь 

/3 = Р\(х < С). 

Итгэх түвшин (1 - р төрлийн алдаа ) а өгөгдсөн гэе. Тэгвэл 

а = Р 0 (х >С) = Р 0 (> (С - а 0 )4). 

^СГ/л/п С ' 

хэмжигдэхүүн нь (0,1) - нараметртэй нормал тархалттай байдаг 

тул 
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болох ба и а - ийг 


1 /°° 'М* 

= е * ах — а 

7Г Зи 0 


у/2тг 

тэгшитгэлээс олно. Ийнхүү 

СГ 

С = а 0 + 

у/П 

Энэ С - г ашиглан 2 р төрлиин алдааг олбол: 

/3 = Рг(х <С) = Рг{~~ <(С- аО^). 

4 сг / у п а 7 


Эндээс 

Дээрхи томъёонуудаас 


, п л \/п 

(С - а!)-= щ-р = -ир. 

о 


а 1 #0 у— /о 1 Ч 

«« + «/?=“-\/ п (2.1) 

<7 

Энэ томъёоноос харахад а, п хоёр бэхлэгдсэн үед (3 нь нэг утгатай 
олдож байна.Хэрэв п - ийг хувьсгаж болох үед өгөгдсөн а у (3 ээр п - 
ийг хялбархан олж болно. Нэгэнт түүврийн тоо п өгөгдсөн бол а, (3 
- хоёрыг тодорхойгоор сонгоход дээрхи томъёо хэрэглэгдэнэ. а ба (3 
г сонгохдоо алдаатай шийдвэр гаргахтай холбогдсон тухайн нөх- 
цөл байдлаас хамааруулан хийдэг. Жишээлбэл: бэлэн бүтээгдэхүү- 
нд хялбарчилсан шалгалт явуулья. Тэгээд гологдол бүтээгдэхүүн 
а магадлалтайгаар чанартайд тооцогдож болох юм гэе. Чанартай 
бүтээгдэхүүн (3 магадлалтайгаар гологдолд тооцогдож болох юм. 
Ийм алдаануудаас гарах хохирлыг тооцоольё. Хэрэв гологдол бүт- 
ээгдэхүүн эарагдвал түүний баталгаат засварт Р төгрөг төлнө. 
Хэрэв чанартай бүтээгдэхүүн гологдвол түүний өөрийн өртөг <3 
төгрөг хаягдана. Шалгалт хийсэн N бүтээгдэхүүнээс М ншрхэг нь 
гологдол байсан гэе. Тэгвэл энэ бүтээгдэхүүнүүдийг шалгахад га- 
рах дундаж хохирол нь: 

(Ма)Р + (7У-М)/?д. 


Иймд (2.1) нөхцөл хангадаг а,/3 - үүдээс дээрхи дундаж хохиролыг 
хамгийн бага байхаар сонгох нь зүйтэй. 

Жпшээ 2 , Хоёр мөнгийг хаях туршшгттай холбогдсон загвар 
авч үзье. п удаа туршилт явуулахад ижил талаараа буусан тоо ^ п 
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байг. 

#1 : {туршилт нь 

= {хоёр мөнгө хоёуланд сүлд унах}, 
и) 2 ={хоёр мөнгө хоёуланд тоо унах}, , 
а> 3 ={нэгэнд нь сүлд, нөгөөд нь тоо унах} 
эгэл үзэгдлүүдтэй, эдгээр нь | магадлалтай эх олонлогоос хийгдсэн},| 
Я 0 : {туршилт нь 

= {сс - сүлд,сүлд}, 

=^{СТ - сүлд,тоо}, 
о?з ={ТС - тоо,сүлд}, 
а ;4 ={ТТ - тоо,тоо},, 

эгэл үзэгдэлүүдтэй, эд^ээр ^ь ^ магадладтай эх олонлогоос хийгдсэн}| 
гэсэн таамаглалуудыг дэвшүүлж шалгал. Таамаглал Я,, % ~ 0,1, 
бүрд хэмжигдэхүүн нь Бином тархалттай: 

Н, : АК т} = С™р?чГ п = с™ (-) /(-) , 

Ш т /1 \ 71 

'./У 

Харгалзах параметрүүд: 


ТТ ■ р - п - ^ Г) Ип - "1 _ л . 

П 1 • &1 — а 1 — Г) - — — Т—, 

п с> п п Уп 


2 „ р п <у\ 2 


/ү . _ __ 1 п _ а о __ 1 

г/ 0 . г 0 — — а 0 — и 2 — — — — —. 
п 2 п п Ап 


Хэрэв а 0 < С < тоо аваад дундаж утгаар нь таамаглалыг шалгая 
гэвэл 

^>с 


бол Н\ таамаглалыг, 

^■<с 


п 

бол Я 0 таамаглалыг хүлээж авна. 

а,/3,С,п - үүдийг сонгохдоо Бернуллийн схем дэхь Муавр - Ла- 
пласын теоремыг ашиглал. Энэ нь ойролцоогоор нормал тархалтыг 
ашиглан тооцоог гүйцэтгэнэ гэсэн үг. Дээрхи жишээ 1 - тэй адил- 
хан тооцоолбол 
Н 0 таамаглалын үед 


С 


«о т - 
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#1 таамаглалын үед 

(С — а \) = —ир 

<?1 

болж (2.1) томъёо нь манаи тохиолдолд 


ст$и а + с— («1 — аъ)л/п ( 2 . 2 ) 

гэж олдоно. Хэрэв бид д = /3 = 0,05 байхаар хоёр төрлийн алдааг 
хоёуланг нь ижилхэн авбал харгалэах тэгшитгэлүүдээс и а = /З а = 
1,65 болно. Эдгээрийг (2.2) томъёонд тавьж тооцоог хийвэл 


(«1 - а 0 ) 2 




79,2. 


Эндээс харахад өгөгдсөн алдааны үед п—80 байхаар авах ёстой болж 
байна. С - г олбол: 


. 67 = 0,5 + 1,65 


1 

2/80 


0,61. 


Ийнхүү 

— > 0.61 үед Н\ таамаглалыг 
п 

— < 0,61 үед# 0 таамаглалыг 
п 

хүлээж авна. 

Одоо хамгийн чадалтай шинжүүрийн тухай нэгэн ерөнхий үр 
дүнтэй танилцая. Санамсаргүй түүвэр х — (# 1 ,...,я п ) - ийн ту- 
сламжтайгаар 

Н 0 : түүврийн хамтын нягт = р 0 (и ), и — (и\ у ..., и п ), 

Н\ : түүврийн хамтын нягт = р/и), и = (гх^,..., гх п ), 
гэсэн хоёр энгийн таамаглалыг шалгах шаардлагатай байна гэе. 
Шинжих мужаар 


З с = {и = (щ ... ,и п ) : рДп) > ср 0 (п)} (2.3) 

олонлогыг авья. Энд дурын а авахад 

Ряо(5с) = <* 


байдаг с тогтмол тоо ямагт олддог гэж үзнэ. 
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Теорем 1 (Нейман - Пирсоны теорем) . # 0 ,#1 таамагла- 
луудыг ялгах өгөгдсөн а - тай тэнцүү 1 - р төрлийг алдаатай бүх 
шинжүүрүүдийн дотор 8 С пшнжих мужаар тодорхойлогдох шин- 
жүүр нь хамгийн чадалтай шинжүүр байдаг. 

Башалгаа : Итгэх түвнгинг нь 

Рн 0 (5) = « 

байдаг дурын нэгэн шинжүүрийн мужыг 8 гэе. Тэгвэл 

Рн 0 (5 с \ 5 С 5) = а- Р Но (5 с 5) = Р Но (5 \ 55 с ). 


Энэ тэнцэтгэл ба (2.3) томъёог ашиглавал: 

Рщ(5с \ 5 С 5 ) = I р!(и)<1и > с I р 0 (и)с1и = 

= сР Но (5 с \ 55 с ) = сР Но (5 \ 55 с ) = 

= с / р 0 (и)с1и > ( р х (и)3.и = Р Нг (5 \ 55 с ). 

" 8\83с " 8\88с 

Сүүлчийн тэпцэтгэл бишд 8\88 с олоплог дээр рДн) < сро(и) бай- 
дагыг ашиглав. Дээрхи тэпцэтгэл бишийн 2 тал дээр Рщ(88 с ) - г 
нэмбэл 

РнЛЗс) > РнЛЗ •). 

Теорем батлагдав. 

Энэ теоремыг ашиглан бидний дээр үзсэн Жшпээ 1 - д байгуул- 
сан шинжүүр хамгийн чадалтай болохыг хялбархан үзүүлж болно. 
Н{ у г = 0,1, таамаглал үнэн үед түүврийн хамтын нягт 

м»и-■■,»*) = тж^ ехр {‘гЬ 

болох учраас (2.3) шинжих муж нь 

Ү^(и к - а 0 ) 2 < 52(и*; - а^) 2 + с г 

к =1 А :=1 


хэлбэртэй болно. Энэ яь 


и = - 52 и* > 




(2.4) 
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дүрст орно. с ба С] нь тогтмолууд. х — (а?!,..., х п ) түүвэр (2.4) - 
ээр тодорхойлогдсон шинжих мужид унах нь {х > с} үзэгдэл лвагд- 
сантай ижил чанартай нь тодорхои. Ийнхүү жишээ 1 - д үзсэн 
ншнжүүр нь хамгийн надалтай ншнжүүр болж байна. 

Ер нь уралдуулж буй таамаглал Н\ нь нийлмэл таамаглал байвал 
яах вэ ? гэсэн асуулт гарна. Түүврийн эх олонлогын тархалт нь Ө Е 
Ө үл мэдэгдэх параметрээс хамаарн байг: Р$,Ө Е Ө. Таамаглалууд 

Н 0 : Ө ~ Ө о буюу түүвэр нь Р Өо — тархалттай, 

Н\ : Ө ф Ө 0 буюу түүврийн тархалт нь Р Өо — тэй тэндүү биш . 

Ийм үед хазайлтгүй шинжүүрийг өгдөг шияжих мужийг байгуулах 
нь чухал а ч холбогдолтой-байдаг байна. 

Тодорхойлолт 1* Хэрвээ Н 0у Нх таамаглалуудын хувьд 1 - р 
төрлийн алдаа а өгөгдсен үед бүх Ө 6 Ө - д 

^ Рв{5) > а 

биелэж байдаг 8 ншнжих муж олдвол түүнд харгалзах шинжүүрийг 
хаэпйлгпгцй шинжщр гэж нэрлэдэг. 


12.3. Лабораторийн ажил 

1. Игпгэх магадлалыг тпооцох. (я,а 2 ) - параметртэй нормал са- 
намсаргүй хэмжигдэхүүнийг загварчлаж п = 40 утга авах. Энэ 40 
утгаар х ба т 2 түүврийн моментүүдийг байгуулах. 

х — а -- 

1 — ---- \/п — 1 

у/т 2 

хэмжигдэхүүний утгыг бодох. Дээрхи тооцоог а = 4, <т 2 — 16 үед 
100 удаа давтан хийж 

■ү 100 

дундажыг олно. Стьюдентийнн тархалтын хүрдээс 

Р(|* п | <Р) = 1~2а. 


тэгшитгэлийн тусламжтайгаар а түвшинг ол! 
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2. Хи - квадрага шиижццрээр шалгах бодлого . А, В шинж тэмд- 
эгүүд нь харгалзан А ь А 2 , ..., А г , Б ь В 2 , ..., утгуудыг хүлээж 
авна. Л* утгуудыг р* ? & = 1 ? ... ? г ? (Ея* — 1) магадлалтайгаар, Вь 
утгуудыг Цк 7 к = 1 7 ...,5,(Е^ = 1) магадлалтайгаар хүлээж авна. 
(А,В) хос шинжийн п утгыг загварчлан гаргах. Үр дүнг ашиглан 
хоёр оролттой (г х $) - хүрд зохионо. Энэ хүрдийн г - р мөрийн ] - р 
элемент 6а (А ь Яу) - хосуудын тоог заана. Параметрийн дараахь 
утгуудад 


Г = 4, Р! = 0,2; р 2 = 0,3; р 3 = 0,4; р 4 = 0,1, 
з = 5, 91 = 0,1; 9 2 = 0,2; ц 3 = 0,4; 94 = 0,1; 9 5 = 0,2, 


п = 60 


хи - квадрат шинжүүр (гз — 1 чөлөөний зэрэгтэй) 


П РгЧз ) 2 / Ч 


- ийг адгиглая = 0,04 итгэх магадлалтайгаар А, В шинжүүдийн 
үл хамаарах тухай та.амаглалыг шалга! 


12.4. Бодлого 

1. Үл хамаарах туршилтуудын дараалалд эерэг үр дүн гарах ма- 
гадлал ижилхэн р байв. Но : р = 0 таамаглалыг Н\ : р = 0,01 
таамаглалтай уралдуулан шалгах шинжүүрийг байгуул! Нэг 
ба хоёрдугаар төрлийн алдаа хоёул 0,01 - ээс бага байхын тулд 
шаардагдах туршилтын хамгийн бага тоог ол! [п > 41] 

X Бүтэн үзэгдлийн систем үүсэгдэг Л ь А 2 ,Аз - тай холбогдсон 
туршилтыг п = 4000 удаа явуулахад А\ үзэгдэл 1905 удаа А 2 
үзэгдэл 1015, А 3 үзэгдэл 1080 удаа явагдсан. Энэ түүврээр 

Нц-. ру- Р(А Х ) = 1 , р 2 = Р{А 2 ) =Рз = Р(Аз) = 1 

гэсэн таамаглалыг а = 0,05 итгэх түвшинтэй шалгахад Я 0 - 
ийг хүлээж авах эсэхийг тогтоо! . [Я 0 - - ийг хүлээж авна] 
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3. (# 1 , # 2 ? • • •, х п ) нь ( Ө , сг 2 ) - пара^етртэй нормал тархалттай эх олон-| 
логоос хийдсэи түүвэр, <7 мэдэгдэнэ, (9 е (—оо,оо). Но : Ө = Ө 0 
таамаглалын эсрэг Н г :Ө > таамаглалыг шалгах а түв- 
шиитэй хамгийн чадалтай шинжих муж нь 

п 

{Е > и\- а (ху/п + пӨ о}, 

1 = 1 

ншнжүүрийн чадал нь /3(Ө х) = 1 — Ф(и х _ а + >/п(Ө 0 — 0 х )/<т) 
болохыг батал! 


4. Математик Компьютериин Сургуульд шинээр элсэгчдииг тус бүр-| 
дээ 300 хүнтэй хоёр хэсэгт хувааж шалгав. Математикийн 
шалгалтын дүн хэсэг бүрээр: 

1 - р хэсэг: ”2”,”3’Ү'4 7 Ү’5” оноо авсан хүний тоо харгалзан 33, 
43, 80, 144 байв, 

2 - р хэсэг: ”2”,”3”,”4”,”5” оноо авсан хүний тоо харгалзан 39, 
35, 72, 154 байв, 

Хоёр хэсэгт байгаа түүврүүд нь ижилхэн эх олонлогоос авагд- 
сан эсэхийг (нэгж төрөл эсэхийг) (г — 1)($ — 1) - нөлөөний зэр- 
эгтэй хи - квадрат хэмжигдзхүүн 


ъ=1 з = \ 


(Эн дуц — % — р хэсгийн ”Ү’ оноо авсан хүний тоо, и г% = ^ г/%Д 

3=1 


- ийг ашиглан 0,05 итгэх магадлалтай шалга! 


[Итгэх түвшин и а — 7.82, Таамаглалыг хүлээн авна] 

■ 5 . [0,1] - д жигд тархсан санамсаргүй хэмжигдэхүүний 50 утгыг 
санамсаргүй тооны хүрдээс 50 ширхэгийг авн түүвэр эохиов. 
Энэ түүврээр эх олонлог [0,1] - д жигд тархалттай эсэх таа- 
маглалыг хи - квадрат шинжүүрийг ашиглан 0.05 итгэх ма- 
гадлалтайгаар шалга! 

6. Математик Компыотерийн Сургуулийн 300 элсэгчдийн 97 нь дунд| 
сургуулиа онц (”5” оноотой) төгссөн байв. Математикийн эл- 
сэлтийн шалгалтанд 48 хүн ”5” оноо авсан бөгөөд тэдгээрийн 
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БҮЛЭГ 12. ТААМАГЛАЛ ШАЛГАЛТ 


зөвхөн 18 нь сургуулиа онц төгссөн байжээ. Сургуулиа онц 
төгссөн, шалгалтанд ”5” оноо авах хоёр үзэгдэл хамааралтай 
эсэхийг 0,1 итгэх магадлалтай шалга! 


[Таамаглалыг няцаана] 


7. (х!,...,х п ) түүврээр 

Яо : Р(** = 0 = р! 0) > 0,1 = 1,2.ЛГ; 

Н х : Р(х к = *) = р\ 1) > 0,г' = 1,2,... ,Я; 

N АГ 

Ер!°’ = Ер! ц = 1, 

4 — 1 4 — 1 

таамаглалуудыг ялгах ха-мгийн чадалтай‘шинжүүрийн стати- 
стикийг ол! 

( 0 ) 

[г} п = бь 1 П Са: ' полином схем дэхь к дугаартай эгэл 
үзэгдлийн тоо] 

8. N бүтээгдэхүүний доторхи гологдлын тоо М нь мэдэгдэхгүй. 

Буцаалтгүй түүврийн схемээр п санамсаргүй түүвэр хийхэд 
гологдлын тоо } 1 п байв. Но : М < М 0 таамаглалыг Н г : М > 
Мо таамаглалтай уралдуулах а - итгэх магадлалтай хамгийн 
чадалтаи шинжүүрийг байгуул! 

9. Ө парамертэй илтгэгч тархалттай эх олонлогоос хийгдсэн (яд,..., 

х п ) түүвэр байг. Н 0 : Ө = Ө 0 таамаглалыг Н\ : Ө = Ө\ таамаг- 
лалын эсрэг шалгах Нейман - Пирсоны шинжүүрийг байгуул! 
Шинжүүрийн чадлын функцийг ол! 

10. Ө парамертэй Бином тархалттай эх олонлогоос хийгдсэн (я х ,..., 

х п ) түүвэр байг. #о : Ө — Ө 0 таамаглалыг Н\ : Ө ф Ө\ таамагла- 
лын эсрэг шалгах хазайлтгүй, хамгийн чадалтай шинжүүрийг 
байгуул! 


! 1, Е?=1 < С 1 ЭСВЭЛ ЕГ=! Х 1 > С 2 

~ С Г> 3 — 

С 1 < ЕГ=1 ^ < с 2 
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Хавсралт 1. 


Псевдо саиамсаргцй тооны 
программчлагдах щсгщрццд 

Магадлалын онол ? математик статистик нь санамсаргүй үзэгд- 
лийн математик загваруудын шинж нанарыг судалдаг. Энэ шинж 
чанаруудыг ”санамсаргүй” туршилт тавих замаар илрүүлж тог- 
тоох арга байдаг. Ийм туршилтуудыг тавихад үл хамаарах санам- 
саргүй хэмжигдэхүүнүүдийн реализац буюу авсан утгууд гэж үз~ 
эж болох тоонуудын дараалал шаардагдана. Ийм тоон дараалалыг 
хэрэглэдэг өөр нэг чухал салбар бол Монте Карло арга юм. 

Өгөгдсөн тархалттай санамсаргүй хэмжигдэхүүний үл хамаа- 
рах утгууд болох тоон дараалал гаргах аргыг статйстик загварчлал 
гэнэ. Статистик загварчлалын аргаар тоон дараалалыг зохиохдоо 
гол төлөв Тооцоолон бодох электрон машинд программ ажиллуулж 
хийдэг. Ийм программуудыг псевдо санамсаргүй тооны ирограмм- 
члагдах үүсгүүрүүд гэнэ. 

1. [0,1] хэрчимд жигд тархсан пссьдо санамсаргцй тоо. Жигд 

тархалтанд маш ойрхон тархалтын хуультай псевдо санамсаргүй 
тоонууд а 0 ,а дараалалыг [0,1] хэрчимд байгуулах хамгийн 

энгийн аргын нэг бол 

<^п +1 = {Мл п }, п — 0,1,2,... 

рекуреыт томъёогоор тодорхойлогдох үүсгүүр юм. Энэ томъёонд 
{х } нь х тооны бутархай хэсгийг тэмдэглэх ба М — {а п } дараалалын 
чанарьп' илэрхийлэх бүхэл тоо. Санамсаргүй тооны дараалал {а п } 
нь хүрэлцээтэй их үелэлтэй, байнгын давталт өгөхгүй байхын тулд 
М тоог хоёр оронтой, 8-д хуваахад үлдэгдэл нь -3 эсвэл ТЗ байхаар 
сонгох нь зүйтэй байдаг. 

2. Пуассоны тархалттай пссьдо санамсаргцй тоо. Пуассоны тар- 
халттай санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг загварчлах нэн тохиромж- 
той арга нь дараахь теорем дээр үндэслэгдэнэ. 

Теорем. а 0 , а г , а 2 ,... нь [0,1] дээр жигд тархсан санамсаргүй хэмжи- 
гдэхүүнүүд бол 


N ” тгп{п : Д а*. < е А } 
к =0 


(1) 
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санамсаргүй хэмжигдэхүүн нь Л > 0 параметртэй Пуассоны тар- 
халттай байна. 

Баталгаа: Санамсаргүй хэмжигдэхүүн 

п 

6г = П <*к 

к =0 

-ийн нягтын функцийг математик индукцийн аргаар тооцоолоё: 
п=т үед 

г , ч (~\пх) т 

/т(х) = ^- Г~,0<х<1, 

т! 

байна гэе. п = т + 1 үед ^ т + 1 -ийн тархалтын функцийг авч үзье: 

Рт+\{х) = ^(<* ’ <- х ) = р { а (гп < х \&п = у)(- 1п у) ш <1у = 

’ 0 


1 1 1 ^ 1 
= — /Р(в < -)(-1пуГ^у = —([(-\пу) т с1у+ [ *(-ы У П). 
т! 7 V т! 7 У у 

0 • 0 аг ^ 

Эндээс 


/ т+1 (х) = с; +1 (х) = ^ ['(-ЫуПЫу) 

771: их 


(—1пх) т41 

(т + 1)Г 


Ийнхүү ^„-ийн нягт нь 


/»(*) 


(—/пя) 71 


П! 


Энэ томъёог ашиглавал 

Р(Л' = 77.) = ■ О < П ((„_, > <"'}) 


= (^Т у}ыпуГ-'-Р(«<^,«>е-+У 


-X 

У 


1 I р -Х \т 

-+ГГ1у7 { - ь У )т -'-^ = ^~ Х - 


-X 

У 


Теорем батлагдав. 
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[0,1] хэрчим дээр жигд тархсан псевдо санамсаргүй тоонууд а с , а 1? 
а 2 , -. •- ийн тусламжтайгаар (1) томъёог олон давтан ашиглан А пара- 
метртэй Пуассоны тархалттай санамсаргүй тоонууд 
ийг гаргаж болно. 

3. Дурын тархалттай псевдо саиамсаргцй тоо. [0,1] хэрчим дээр 
жигд тархсан санамсаргүй тоонуудыг ашиглан өгөгдсөн Р(х) тар- 
халтын функцтэй { санамсаргүй хэмжигдэхүүнийг стандарт ар- 
гаар загварчлаж болно. Үүний тулд 

С_ 1 (г/) = зир{х : Р(х) < у} 

урвуу функцээр тодорхойлогдох г) — Р—х(сх)) сзс — [0,1] дээр жигд тар- 
халттай санамсаргүй хэмжигдэхүүн, хэмжигдэхүүн нь ^-тэй ижил- 
хэн Р(х) тархалттай байдгыг ашиглана. Ихшд Р(х) тарха.иттай са- 
намсаргүй тоонууд нь: 

^Р_1(а 0 ), ^(ац), ,Р_1(а 2 ),... 

Жишээ нь Р(х) нь [а,Ъ] хэрчим дээрхи жигд тархалт бол 

Р-х(у) = а + (6 — а)у; 

хзрэв Р(т) нь {1,2,... ,п} олонлог дээрхи жигд тархэлт бол 

Р-г(у) = 1 + М; 

хэрэв Р(^с) = 1 — ехр{—Ат) — а-параметртэй илтгэгч тархалт бол 

Р-г(у)= “А-Чп у. 

4 . Нормал тархалттай псе&до санамсаргцй тоо. Нормал тархал- 
тын функцийн урвууг бодох нь их хүндрэлтэй байдаг тул 3-р зүйлд 
үзсэн стандарт аргыг хэрэглэх нь тохиромжгүй. Энд нь үл 
хамаарах, нэгэн ижил стандарт нормал тархалттай байх зайлшгүй 
бөгөөд хүрэлцээтэй нөхцөл нь тэдгээрийн туйлын координатын ху- 
виргалтаар гарах 


Р = Й + <Р = аг§(& + *Ъ) 
хэмжигдэхүүнүүд үл хамаарах бөгөөд 

Р(0 < р 2 < х) - 1 - е'-* 2/2 , 

Р (0 < <р < х) = шт(1, ——),а: > 0, 
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байх явдал мөн гэсэн өгүүлбэрийг ашиглаж болно. Иймд р 2 нь илт- 
гэгч тархалттай, <р нь [0,1]-д жигд тархалттай болох тул ос 1 ,а% нь 
[0,1]-д жигд тархсан үл хамаарах санамсаргүй хэмжигдэхүүнүүд 

бол _ 

^1 — ^/—21па2 * соз(27га1), 

6 = у—21паг ■ 81п(27га1) 

нь үл хамаарах, стандарт нормая тархаттай байна. Энэ томъёог 
агаиглан стандарт нормал тархалттай үл хамаарах хос псевдо са- 
намсаргүй тоонуудыг гаргаж болно. 












X 
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3. Пуассоны тархалт: р г (А) = А1е -А . 


г А 

0Д 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0 

0,90484 ~ 

0,81873 

0,74082 

0,67032 

0,60653 

1 

0,09048 

0,16375 

0,22225 

0,26813 

0,30327 

2 

0,00452 

0,01638 

0,03334 

0,05363 

0,07582 

3 

0,00015 

0,00109 

0,00333 

0,00715 

0,01264 

4 


0,00006 

0,00025 

0,00072 

0,00158 

5 



0,00002 

0,00006 

0,00016 

6 





0,00001 

г А 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 


0 

0,54881 

0,49659 

0,44933 

0,40657 


1 

0,32929 

0,34761 

0,35946 

0,36591 


2 

0,09879 

0,12166 

0,14379 

0,16466 


о 

0 

0,01976 

0,02839 

0,03834 

0,04940 


4 

0,00296 

0,00497 

0,00767 

0,01112 


5 

0,00036 

0,00070 

0,00123 

0,00200 


6 

0,00004 

0,00008 

0,00016 

0,00030 


7 


0,00001 

0,00002 

0,00004 


г А 

1,0 

2,0 

3,0 

4,0 

5,0 

0 

0,36788 

0,13534 

0,04979 

0,01832 

0,00674 

1 

0,36788 

0,27067 

0,14936 

0,07326 

0,03369 

2 

0,18394 

0,27067 

0,22404 

0,14653 

0,08422 

3 

0,06131 

0,18045 

0,22404 

0,19537 

0,14037 

4 

0,01533 

0,09022 

0,16803 

0,19537 

0,17547 

5 

0,00307 

0,03609 

0,10082 

0,15629 

0,17547 

6 

0,00051 

0,01203 

0,05041 

0,10419 

0,14622 

7 

0,00007 

0,00344 

0,02160 

0,05954 

0,10445 

8 

0,00001 

0,00086 

0,00810 

0,02977 

0,06528 

9 


0,00019 

0,00270 

0,01323 

0,03627 

10 


0,00004 

0,00081 

0,00529 

0,01813 

11 


0,00001 

0,00022 

0,00193 

0,00824 

12 



0,00006 

0,00064 

0,00343 

13 



0,00001 

0,00020 

0,00132 

14 




0,00006 

0,00047 

15 



| 

0,00002 

0,00016 

16 





0,00005 

17 





0,00001 






5 . Хи-квадрат тархалт 

Р{х 2 ш > х1т) = <^ ЭЭ Р тодорхойлогдох х!,т функцийн утга 
санамсаргүй хэмжигдэхүүний нягт: : 

( \ 1 т _ 7 _ 5 . 

(х) = ——— х 2 А е 2 ,т>0. 

ГХт' / Р( — ^)2 т / 2 ? 


т 

0,10 

0,05 

0,02 

0,01 

0,005 

1 

2,7 

3,8 

5,4 

6,6 

7,9. 

2 

4,6 

6,0 

7,8 

9,2 

11(6 

3 

6,3 

7,8 

9,8 

11,3 

12,8 

4 

7,8 

9,5 

11,7 

13,3 

14,9 

5 

9,2 

11,1 

13,4 

15,1 

16,3 

6 

10,6 

12,6' 

15,0 

16,8 

18,6 

7 

12,0 

14,1 

16,6 

18,5 

20,3 

8 

13,4 

15,5 

18,2 

20,1 

21,9 

9 

14,7 

16,9 

19,7 

21,7 

23,6 

10 

16,0 

18,3 

21,2 

23,2 

25,2 

11 

17,3 

19,7 

22,6 

24,7 

26,8 

12 

18,5 

21,0 

24,1 

26,2 

28,3 

13 

19,8 

22,4 

25,5 

27,7 

29,8 

14 

21,1 

23,7 

26,9 

29,1 

31 

15 

22,3 

25,0 ■ 

28,3 

30,6 

32,5 

16 

23,5 

26,3 

29,6 

32,0 

34 

17 

24,8 

27,6 

31,0 

33,4 

35,5 

18 

26,0 

28,9 

32,3 

34,8 

37 

19 

27,2 

30,1 

33,7 

36,2 

38,5 

20 

28,4 

31,4 

35,0 

37,6 

40 

21 

29,6 

32,7 

36,3 

38,9 

41,5 

22 

30,8 

33,9 

37,7 

40,3 

42,5 

23 

32,0 

35,2 

39,0 

41,6 

44,0 

24 

33*2 

36,4 

40,3 

43,0 

45,5 

25 

34,4 

37,7 | 

41,6 

44,3 

47 
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Хавсралт 3 


1. Санамсаргцй тоо 


10 

09 

73 

25 

33 

76 

52 

01 

35 

86 

34 

67 

35 

48 

76 

37 

54 

20 

48 

05 

64 

89 

47 

42 

96 

24 

80 

52 

40 

37 

08 

42 

26 

89 

53 

19 

64 

50 

93 

03 

23 

20 

90 

25 

60 

99 

01 

90 

25 

29 

09 

37 

67 

07 

15 

38 

31 

13 

11 

65 

12 

80 

79 

99 

70 

80 

15 

73 

61 

47 

64 

03 

23 

66 

53 

80 

95 

90 

91 

17 

39 

29 

27 

49 

45 

66 

06 

57 

47 

17 

20 

63 

61 

04 

02 

00 

82 

29 

16 

65 

31 

06 

01 

08 

05 

15 

95 

33 

47 

64 

35 

08 

03 

36 

06 

85 

26 

97 

76 

02 

88 

67 

67 

43 

97 

04 

43 

62 

76 

59 

63 

57 

33 

21 

35 

98 

95 

11 

68 

77 

12 

17 

17 

68 

33 

73 

79 

64 

57 

53 

34 

07 

27 

68 

50 

36 

69 

73 

61 

70 

65 

81 

33 

98 

85 

45 

57 

18 

24 

06 

35 

30 

34 

26 

14 

86 

79 

90 

74 

39 

02 

05 

16 

56 

92 

68 

66 

57 

48 

18 

73 

05 

38 

52 

47 

05 

32 

54 

70 

48 

90 

55 

35 

75 

48 

28 

46 

82 

87 

09 

03 

52 

96 

47 

78 

35 

80 

83 

42 

82 

60 

93 

52 

03 

44 

11 

19 

92 

91 

70 

98 

52 

01 

77 

67 

14 

90 

56 

86 

07 

23 

40 

30 

97 

32 

11 

80 

50 

54 

31 

39 

80 

82 

77 

32 

18 

62 

38 

85 

79 

83 

45 

29 

96 

34 

06 

28 

89 

80 

83 

83 

49 

12 

56 

24 

88 

68 

54 

02 

00 

86 

50 

75 

84 

01 

35 

27 

38 

84 

35 

99 

59 

46 

73 

48 

87 

51 

76 

49 

69 

22 

10 

94 

05 

58 

60 

97 

09 

34 

33 

50 

50 

07 

39 

98 

50 

72 

56 

82 

48 

29 

40 

52 

42 

01 

52 

77 

56 

78 

51 

13 

74 

67 

00 

78 

18 

47 

54 

06 

10 

68 

71 

17 

78 

17 

36 

76 

66 

79 

51 

90 

36 

47 

64 

93 

29 

60 

91 

10 

62 

91 

82 

60 

89 

28 

93 

78 

56 

13 

68 

23 

47 

83 

41 

13 

65 

48 

11 

76 

74 ' 

17 

46 

85 ' 

09 

50 

58 

04 ' 

77 

69 ~ 

74 

80 

12 

43 

56 

35 

17 

72 

70 

80 

15 

45 

31 

82 

23 

74 

74 

35 

09 

98 

17 

77 

40 

27 

72 

14 

43 

23 

60 

02 

10 

69 

91 

62 

68 

03 

66 

25 

22 

91 

48 

36 

93 

68 

72 

03 

09 

89 

32 

05 

05 

14 

22 

56 

85 

14 

46 

42 

75 

67 

88 

73 

03 

95 

71 

86 

40 

21 

81 

65 

44 

91 

49 

91 

45 

23 

21 

11 

57 

82 

53 

14 

38 

55 

37 

63 

80 

33 

69 

45 

98 

45 

52 

16 

42 

37 

96 

28 

60 

26 

55 

44 

10 

49 

19 

49 

76 

62 

11 

39 

90 

94 

40 

05 

64 

18 

12 

55 

07 

37 

42 

96 

29 

77 

88 

22 

54 

38 

21 

45 

98 

63 

60 

64 

93 

29 
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2. Нормал тархалттай санамсаргцй тоо 
(0,1) параметртэй үл хамаарах нормал тархалттай санамсаргүй 
хэмжигдэхүүний а,вах утгууд. 


0,464 " 

' 0,137 

2,455 

- 0,323 

- 0,068 

0,296 

- 0,288 

1,298 

0,060 

- 2,256 

- 0,531 

- 0,194 

0,543 

- 1,558 

0,187 

- 1,190 

1,486 

- 0,354 

- 0,634 

0,697 

0,926 

1,375 

0,785 

- 0,963 

1,022 

- 0,472 

1,279 

3,521 

0,571 

- 1,851 

0,194 

1,192 

1,394 

- 0,555 

0,046 

0,321 

2,945 

1,974 

- 0,258 

0,412 

0,906 

- 0,513 

- 0,525 

0,595 

0,881 

- 0,934 

1,579 

0,161 

1,179 

- 1,055 

0,007 

0,769 

0,971 

0,712 

1,090 

- 0,631 

- 1,501 

- 0,488 

- 0,162 

- 0,136 

1,033 

0,203 

0,448 

0,748 

- 0,690 

0,756 

- 1,618 

- 0,345 

- 0,511 

- 2,051 

- 0,457 

- 0,218 

1,372 

0,225 

0,378 

0,761 

0,181 

- 0,736 

0,960 

- 1,530 

- 0,482 ' 

1(678 

- 0,057 

- 1,229 

- 0,486 

0,856 

- 0,491 

- 1,983 

- 1,376 

- 1,150 

1,356 

- 0,561 

- 0,256 

- 0,212 

0,219 

0,779 

- 1,010 

0,598 

- 0,918 

1,598 

0,065 

0,415 

- 0,169 

0,313 

- 0,005 

- 0,899 

0,012 

- 0,725 

1,147 

- 0,121 

1,096 

0 , 18.1 

1,393 

- 1,163 

- 0,911 

1,231 

- 0,199 

- 0,246 

1,239 

- 2,574 

- 1,787 

- 0,261 

1,237 

1,046 

- 0,508 

- 1,630 

- 0 , 146 " 

- 0,392 

- 0,105 

- 0,357 

- 1,384 

0,360 

- 0,992 

0,116 

- 1,698 

2,832 

- 1,339 

1,827 

- 0,959 

0,424 

0,969 

- 1,141 

- 1,041 

0,362 

1,041 

0,535 

0,731 

1,377 

0,983 

- 1,330 

1,620 

- 1,040 

0,279 

- 2,056 

0,717 

- 0,873 

- 1,096 

- 1,396 

1,047 

0,089 

- 1,805 

- 2,008 

- 1,633 

0,542 

0,250 

- 0,166 

0,032 

0,079 

- 1,186 

1,180 

1,114 

0,882 

1,265 

- 0,202 

0,151 

- 0,376 

0,658 

- 1,141 

1,151 

1,210 

- 0,927 

0,425 

0,290 

- 0,902 

- 0,439 

0,358 

1,939 

0,891 

- 0,227 

0,602 

0,873 

- 0,437 

- 1,399 

- 0,230 

0,385 

- 0,649 

- 0,577 

0,237 

- 0,289 

0,513 

0,199 

0,208 

- 1,083 

- 0,219 

- 0,291 

1,221 

1,119 

0,004 

0,159 

0,272 

- 0,313 

0,084 

- 2,828 

- 0,439 

- 0,792 

- 1,275 

2,273 

0,606 

0,606 

- 0,747 

0,247 

1,291 

0,063 

1,793 

0,041 

- 0,307 

0,121 

0,790 

- 0,584 

0,541 

0,484 

0,986 

- 1,132 

- 2,098 

0,921 

0,145 

0,446 

- 1,661 

1,045 

- 1,363 

0,768 

0,079 

- 1,473 

0,034 

- 2,127 

0,665 

0,084 

- 0,880 

0,375 

- 1,658 

- 0,851 

0,234 

- 0,656 

0,340 

- 0,086 

- 0,158 

- 0,513 

- 0,344 

0,210 

- 0,736 

1,041 

0,008 

0,427 

- 0,831 

0,292 

- 0,521 

1,266 

- 1,206 

- 0,899 

0,110 

- 0,528 

- 0,813 

1,026 

2,990 

- 0,574 

- 0,491 

- 1,114 

1,297 

- 1,433 

- 1,345 



250 


1,834 

1,278 

- 0,568 

- 0,109 

- 0,515 

- 0,566 

2,923 

0,500 

- 0,287 

- 0,144 

- 0,254 

0,574 

- 0,451 

- 1,181 

- 1,190 

- 0,318 

0,161 

- 0,886 

0,921 

- 0,509 

1,410 

- 0,518 

0,192 

- 0,432 

- 1,346 

0 Д 93 

1,202 

0,394 

- 1,045 

0,843 

0,942 

1,045 

1,250 

- 0,199 

- 0,288 

1,810 

1,378 

0,584 

1,216 

0,733 

0,630 

- 0,537 

0,782 

0,060 

0,499 

- 0,431 

1,705 

1,164 

0,375 

. - 1,941 

0,247 

- 0,491 

0,665 

- 0,135 

0,145 

- 0,498 

- 1,420 

0,489 

- 1,711 

- 1,186 

0,754 

- 0,732 

- 0,066 

1,006 

- 0,151 

- 0,243 

- 0,430 

- 0,762 

0,298 

1,049 

1,810 

2,885 

- 0,309 

0,531 

0,416 

- 1,541 

1,456 

2,040 

- 0,124 

0,196 

0,424 

- 0,444 

0,593 

0,993 

- 0,106 

0,116 

0,484 

- 1,272 

0,593 

0,658 

- 1,127 

- 1,407 

- 1,579 

- 1,616 

1,458 

1,262 

0,862 

- 0,885 

- 0,142 

- 0,504 

0,532 

1,381 

0,022 

- 0,281 

0,235 

- 0,628 

- 0,023 

- 0,463 

- 0,899 

- 0,394 

- 0,538 

1,707 

- 0,853 

0,402 

0,777 

0,833 

0,410 

- 0,349 

- 1,094 

0,580 

0,241 

- 0,957 

- 1,885 

- 0,371 

- 2,830 

- 0,238 

- 0,627 

0,561 

0,022 

0,525 

- 0,255 

0,702 

0,953 

- 0,869 

1,108 

- 2,357 

- 0,853 

- 1,865 

- 0,423 

- 0,432 

- 0,973 

- 1,016 

- 1,726 

1,956 

- 0,501 

- 0,273 

0,857 

- 0,465 

- 1,691 

0,417 

0,524 

- 0,281 

0,439 

- 0,035 

- 0,260 

0,120 

- 0,558 

0,056 

- 0,573 

0,932 

0,471 

- 1,029 

- 2,015 

- 0,594 

- 0,579 

0,551 

0,359 

0,326 ' 

- 0,310 

0,479 

- 0,623 

- 1,047 

- 0,120 

0,418 

- 0,094 

1,114 

0,610 

2,709 

- 0,699 

- 1,347 

0,191 

0,074 

1,501 

1,068 

- 0,220 

- 0,057 

0,481 

0,996 

0,071 

0,524 

0,031 

0,772 

0,738 

- 0,300 

- 0,586 

- 1,023 

- 3,001 

0,479 

0,402 

0,226 

0,884 

- 0,298 

1,066 

1,097 

- 1,752 

- 0,329 

- 1,256 

0,318 ‘ 

0,457 

1,064 

0,736 

- 0,916 

- 0,291 

0,085 

1,701 

- 1,087 

- 0,798 

0,162 

- 0,342 

1,222 

- 0,933 

0,130 

0,674 

0,899 

- 0,768 

- 0,129 

- 0,188 

- 1,153 

- 0,450 

- 0,244 

0,072 

1,028 

0,023 

- 1,204 

1,395 

1,298 

0,512 

- 0,882 

0,490 

- 1,304 

1,531 

0,349 

- 0,958 

- 0,059 

0,415 

- 1,084 

- 0,856 

- 0,063 

- 0,443 

- 0,292 

- 0,248 

- 0,539 

- 1,382 

0,318 

- 0,276 

- 1,110 

1,409 

- 0,883 

- 0,095 

0,229 

0,129 

0,367 

0,379 

- 0,440 

1,730 

- 0,056 

- 1,488 

- 0,078 

- 2,361 

- 0,992 

1,468 

0,131 

- 0,266 

0,757 

- 0,361 

0,194 

- 1,078 

0,529 

- 1,805 

- 0,772 
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